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Vorwort, 



Die werthvolle und umfassende Abhandlung des Herrn Cremona, 
mit welcher der vorliegende Band beginnt, ist die nämliche, welcher unsere 
Akademie der Wissenschaften im Jahre 1866 die Hälfte des Steinersehen 
Preises zuerkannt hat» 

Es waren damals auf die gestellte, die Flächen dritten Grades be- 
treffende Preisfrage vier Bewerbungsschriften eingegangen. Hie Akademie 
beschloss, den Preis zwischen zweien derselben zu theilen. Eine dieser 
Schriften hat ihr Verfasser, Herr Sturm, als besonderes Werk erscheinen 
lassen. Indem es mir zum besonderen Vergnügen gereicht in diesem Journal 
die andere Schrift zu veröffentlichen, deren Verfasser, Herr Cremona in 
Mailand, durch seine zahlreichen und interessanten geometrischen Unter- 
suchungen bei den Mathematikern bereits in hohem Ansehen steht, glaube 
ich den Wünschen vieler Leser entgegenzukommen, wenn ich aus dem Be- 
richte über die öffentliche Sitzung der Akademie vom 5. Juli 1866 diejenige 
Stelle wörtlich folgen lasse, in welcher nach vorangegangener Beurtheilung 
der drei anderen Bewerbungsschriften die Cremonosche Abhandlung ihre 
wissenschaftliche Würdigung findet. 

„Die vierte, ebenfalls sehr reichhaltige und sehr sorgfältig ausge- 
arbeitete Bewerbungsschrift ist in französischer Sprache verfasst unter dem 
Titel: Memoire de Geometrie pure tur lei turface* du troisieme ordre, und 
mit dem Motto von Steiner : 

Es ist daraus zu sehen, dass diese Flächen fortan fast ebenso 
leicht und einlässlich zu behandeln sind, als bisher die Flächen 
zweiten Grades. 

Diese schlägt, zur Lösung der gestellten Aufgabe einen ganz anderen 
Weg ein *). Sie gründet nämlich die Theorie der cubisehen Flächen auf 

*) Vorher ist »on der dritten (Slurmschen) Arbeit gesagt worden, donB sie von den 
Sleiiwnscben Erzengungsweiseu der Flächen dritten Grades ausgeht. 
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IV 



V’ orwort 



eine vorausgesehickte ausführliche Untersuchung über die allgemeinen Eigen- 
schaften der Flächen aller Grade. Die Sfewiersehen Sätze ergeben sich auf 
diesem Wege sämmtlich als specielle Fälle allgemeinerer Theoreme, und es 
tritt eben deswegen die wahre Bedeutung derselben um so klarer hervor. 
Auch hat sich der Verfasser nicht darauf beschränkt, die von Steiner und 
anderen Geometern aufgestellten Sätze über die Flächen dritten Grades 
zu begründen, sondern hat mehreres Werthvolle hinzugefügt, was er selbst 
gefunden hat.“ 

Schon im Voraus mache ich auf eine nachgelassene Abhandlung 
Jacobi* aufmerksam, mit welcher das erste Heft des nächsten Journalbandes 
beginnen wird, und deren Vorbereitung für den Druck Herr Heine zu über- 
nehmen die Güte gehabt hat. Im Anschluss an eine bisher unbeachtet ge- 
bliebene Arbeit Etiler s stellt in derselben Jacobi eine Ausdehnung der 
Kettenbruch- Algorithmen auf und gelangt zu dem Resultat, dass die nach 
dieser Methode gemachte Entwickelung periodisch wird, wenn man sie auf 
complexe Zahlen anwendet, die aus der Wurzel einer Gleichung dritten 
Grades gebildet sind. Dieses merkwürdige Resultat, welches mit einer 
Untersuchung des Herrn Hermite (Bd. 40 p. 286 dieses Journals) in Zu- 
sammenhang zu stehen scheint, ist von Jacobi an einer Reihe von Bei- 
spielen geprüft aber nicht allgemein bewiesen worden, sodass durch die 
dnnkenswerthe Bearbeitung und Herausgabe der unvollendeten Abhandlung 
den heutigen Mathematikern eine zu lösende Aufgabe gestellt wird. 

Berlin, im Juni 1868. 



C. II. Borchardt. 
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Memoire de geometrie pure sur les surfaöes 
du troisieme ordre. 

(Par L. Cremona ä Milan.) 



.... E« ist daraus tu sehen, dass diese Flßchen 
fortan fast eben so leicht und einlJUslich tu be- 
ll nudeln sind , als bisher die FlAchen zweiten 
Oradea. 

Steiiu, 

(dieses Journal, U. LI II, p. 188.} 

Cel ecrit, elant destine au concours public en 1864 par l’Academie 
royale des Sciences de Berlin, pour le prix fonde par Steiner, conticnl ln 
demonstrntion de Ions les llteoremes enonces par ce grand geometre dans son 
Memoire Ueber die Flächen drillen Grades (1856). On y trouvera, en outre 
de cela, Ions ou presque tous les resullats obtenus par d'aulrcs mathcmnticicns 
qui onl traile ce sujet; et l'auteur se Halte qu'on y remnrquera aussi plusieurs 
proprieles qui sont dues ä ses propres recherches. 

Puis, nttendu que la theorie des surfaccs du troisieme ordre a son prin- 
cipal fondement dans ln theorie generale des surfaces d’ordre quelconque, au sujet 
de Inquelle on ne connnil aucun traile geomelrique; et que l'cxposilion d'un 
grand nombre de proprieles n’offre pas plus de facilite pour les surfaces cu- 
biques, que pour les surfaces d’ordro quelconque; l’auteur a juge convenable de 
commcncer par quelques chapitres relntifs a ces derniercs. Dans ces premiers 
chapitres, il o dispose les theoreines fondamentaux touchanl les surfaces polaires, 
les svstemes de surfaces, les surfaces nodales conjuguecs*), etc. tout en se bornant 
a ce qui est susceplible d’ötre npplique aux surfaces du troisieme ordre. 

Les chapitres suivanls contiennent, outre l’application des principes 
generaux aux surfaces cubiqucs**), les proprieles si nomhreuses qui resultent 

*) L’auteur Best permis d’employcr les mots Hessicnne ct Stmnerierme pour dis- 
tinguer entre dies les dcux surfaccs ipi’on devrait, d’apres Steiner, appcler conjugirle 
Kernflächen. De mOme , il a appcle simple ment sur face polaire d’un plan ou dune 
droite, ce que Steiner nvait noimne streite Polare. Cettc dernterc diction est, »ans 
doutc, prdferable en cas qu’on ait ä considdrer (pour les surfaces d'ordre plus elev<5) 
toute la sdrie des enreloppes polaires relatives aux pointa d’un lieu quelconque. 

**) On doit enteudre la surface cubique generale, sans points multiples. A cause 
de l'extension ct de l'irnportancc des matteres traitees, le temps nous n fait de fallt pour 
nous occuper aussi des surfaces cubiques d’unc classe infdricure & la douzteme: co que, 
du reste, l'Academie scinblc n'avoir pas voulu demander. 

Journal für Mathematik ßri. LXVI1I. Heft 1. "1 
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de In coincidence des deux surfaces nodales en une surface unique (Hessietme) 
de qimtricme ordre , qui posscde dix poinls douhles el dix droites (somrnets 
el areles d un pentaedre tres-remarquablc), et dont les points sont conjugues 
deux i't deux : d’oü il suil par exemple une transformalion de figures forinees 
par les droites et les plans qui passen) par un point double de la liessienne. 

En suite, on trouvera d'autres chapitres touchant les manieres diffe- 
rentes d’engendrer une surface cubique; le Systeme des vingt-sept droites, 
les arrangements de celles-ci; la geometrie des courbes tracees sur une sur- 
face cubique (a l'aide de ln represenlation sur un plan); les systemes de sur- 
faces de sccond ordre qui coupent la surface cubique le long de trois eoniques; 
les hyperboloides qui la rencontrent suivanl six droites; les Iriedres con- 
jugues, etc. On donne enfin la Classification des surfaces du troisieme ordre 
(et de ln douziemc classe) en cinq especes, eu egard a la realite des vingt- 
sept droites. Dans ce dernier chapitre on trouvera aussi le moyen de con- 
struire loutes les cinq especes, auquel elfet on se sert de la discussion (que 
nous croyons nouvelle) des cas diflerents olTerts par l'intersection de deux 
surfaces de second ordre. 

Par respect aux souhaits de l’Academie, on aurait dd consacrer des 
recherchcs expresses n la courbe gauche du neuvieme ordre, qu'on obtient 
par l'interseclion de deux surfaces cubiques. Mais, en premier lieu, il a 
paru a l’auteur que la geometrie pure ne soit pas encore preparee convcnable- 
mcnt li des speculalions d’une si gründe difficulte; et secondement, le temps lui 
a roanque, non seulement pour se vouer a ces recherches, mais aussi pour 
developper davantage certains aulres arguinents *), el pour remedier aux 
graves imperfections dont se ressent ce travail, a cause de sa redaction pre- 
cipitee. En defaut d’une veritable theorie de ces courbes du neuvieme ordre, 
l’auteur presente (chapitre 8') l’enumeration des courbes gauches qui resultent 
de l'intersection d’une surface cubique avec une surface du second ou du 
troisieme ordre, et Tindication du procede tres- simple pour etudier ces courbes 
dans leurs representations sur un plan. A la consideration de cela et des 
contributions apportecs ä d'autres points de la theorie, l’auteur ose se pro- 
mettre l'indulgence de l'Academie. 

11 nous reste a parier de l’inslrument de recherche, avec lequel ce 
travail a ete conduit. Obeissant aux prescriptions de l'Academie et heureux 

*) Par ex. la thdorie des »urfaceB qu’on pourrait appeler cocarianles (art. 65 
et suiv.). 
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d’ailleurs de pouvoir suivre son propre penchant, l’auteur s'est servi ex- 
clusivement de la geomelrie pure, dile (peut-dlre improprement) synthetique ; 
el il se Hatte qu’on jugera que le procede uniforme et facile, qu'il a suivi 
dans tout le cours de cet ecril. rentre dans l’espril de ces melhodes puissantes 
el lumineuses qui ont valu a Stf.inrr la deconverle d un si grand nomlire de 
proprieles tres- importantes. proprieles que ce celebre sphinx geometrique a 
leguees a ses successeurs. comme autant d’enigmes a dechifTrer. 

A ce propos. l’auteur declare qu'il aurait cru manquer a la prohile 
scientifiquc . s’il se fill horne a demontrer geometriqnement ies theoremes de 
Steixf.s. en supposnnt connues et detnontrees les proprietes sur lesquelles ces 
theoreines sont nalurellement fondes. L’auleur a cense de son strict devoir 
de s'nppuyer seulemenl sur ce qui avait die demonlre par la geometrie pure; 
et des lors. il a adrais. par exemple. comme etanl connues, la Iheorie des 
courhes planes, la generation des courhes polaires qui demeure la meine pour 
les surfaces polaires. les formules de M. Plücker qui expriment les rclations 
entre les caracleristiques des courhes planes (car ces formules ont ete de- 
montrees eeomelriquement autre pari), les formules que M. Caylky a deduites 
sans calcul de celles de M. Plcckrr et qui elablissent des relalions entre les 
caracleristiques d’nne courbe gauche, etc. Au contraire, d'autres proprietes (par 
exemple celles, si importantes et fecondcs. des chapitres 2' el 3”), qu'on con- 
naissait seulemenl sous la forme d'identiles algebriqiies. se Irouvent ici de- 
monlrees par la syntliese, afin qn’elles servent ensuite de base au developpe- 
nient des theoremes qui sont le veritable sujel de ce Iravail. De sorte que, 
quoiqu'en grande partie ces proprietes ne soient pas enoncees ici pour la premiere 
fois, neanmoins eiles paraitront nouvelles par leur traitement geometrique. 

Du reste. c'est a l’Academie de juger jusqu'n quel point l'auleur a mis 
du nouveau et du sien propre dans ce Memoire. Ainsi, par respect a ce 
jugeinent, s’est- il ahstenu des cilations frequentes; et il se bornc a declarer 
ici qu’outre le Memoire de Stf.inrr (objet du concours) el les ouvrages d'ar- 
gument general des MM. Ciiasles, Hf.sse, Jonqiirrks etc., il a consulle les 
ecrits suivanls qui traitent particulierement des surfaces du troisieme ordre: 
Cayley, On Ihe triple langen I planes of surfaces of Hie thirit Order (Cam- 
bridge and Dublin Math. Journal. IV. 1849). 

Salmok, On Ihe triple langen I planes lo a surface of Ihe third Order (ibidem). 
Sylvester, On elimination , Irans fortnalion and canonical forms (Carnb. and 
Dub. Math. Journal. VI. 1851). 

1 * 
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Chapitre preinler. 

Les surfaces polaires par rapport ä une surface fondauientale 
d’ordre quelcoaque. 

1 Considerons une surface fondamentale quelconque, d ordre «. l n 
point, pris arbitrairement dans l’espace, sera le pole de »-1 surfaces polaires, 
dont la premiere est de l’ordre n-1, la deuxieme de l'ordre h- 2, ... et la 
derniere est un plan. 
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Nons omettons In deßnition de ces polaires, de mdme que In de- 
monstration de plusieurs proprietes qui suivenl, cnr nous n'aurions qu'a re- 
produire ce qui a ete deja expose gcomelriquement pour les courbes planes *). 

De plus, notre but n'etanl aulre ehose que l'application de ces pro- 
prietes generales aux surfaces du troisieme ordre, nous traiterons presque 
exclusivement de la premiere et de la derniere polaire. 

2. Si la r™' polaire d’un point o passe par un point o', la {* — r)*"' 
polaire de o' passe par o. Donc, par trois points donnes arbitrnirement dans 
I’cspace il passe une seule premiere polaire, dont le pole est l'intersection 
des plans polaires des points donnes. C’est-a-dire que les premieres polaires 
de tous les points de l’espace forment un sysl^nte lineaire **). 

Les premieres polaires qui passent par un mdme point donne ont »— l) 5 
points communs et forment un reseau; leurs poles sont dans un plan (le plan 
polaire du point donne). 

Les premieres polaires qui passent par deux mämes points donnes 
forment un faisceau, dont la base est une courbe gaucbe de l'ordre {*— 1)*; 
leurs poles sont dans une droite (l’intersection des plans polaires des points 
donnes). 

3. Les plans qui passent par un point donne ont leurs poles dans la 
premiere polaire de ce point. Los plans qui passent par une droite ont leurs 
poles dans la courbe gauche d’ordre (n— 1 J 5 , commune aux premieres polaires 
de deux points quelconques de la droite***). Un plan a (»— l) 1 poles: ce 
sont les intersections des premieres polaires de trois points quelconques du plan. 

4. Le plan polaire d'un point quelconque par rapport ä la surface 
fondamentale est le plan polaire de ce point par rapport aux aulres surfaces 
polaires du möme pole. 



*) Voir par ex. la Teoria geom. delle curre pinne de Cremona (Bologna 1862). 

**) On nomine reseau do surfaces un asscmblagc de surfaces du mfrac ordre, 
tel qu’il n'en passe qu’uno seule par deux points quelconques donnds. Parmi les sur- 
faces d'uu rdseau, toutes celles qui passent par tiu mfine point donnd forment un 
faisceau. 

Des surfaces du mßme ordre forment un systbne lineaire quand il n’en passe 
qu’une par trois points quelconques donnes. Toutes les surfaces d’un systhme lineaire 
qui passent par un mßmc point forment un res esu ; toutes celles qui passent par deux 
nißmea points forment un faisceau. | Voir Cremona, Preliminari di una teoria geome- 
trica delU super ficie, 42. Bologna 1866.] 

***) Nous donnons ü cette courbe gauche le nom de courbe polaire de la droite 
donnec. 
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5. Si le pole se trouve swr la surface fondamenlale. loules les polaires 
passen! par le pole et sonl langentes. en ce point, a celte surface. Le plan 
polaire coupe la polaire du second ordre ( quadrique polaire) suivant denx 
droites qui sonl osculalrices au pole, n la surface fondamenlale el aux aulres 
surfaces polaires; c’est-ii-dirc qu’au pole, les coniques indicatrices de la sur- 
face fondamenlale ot des surfaces polaires onl les int'mes asymptotes. Pi ces 
asymptotes comcident ensemble, la quadrique polaire devienl necessairemen! un 
cone; le pole est, dans ce cas, un point paraltolique pour la surface fon- 
damenlale (el pour les aulres surfaces polaires). 

6. Les poinls de conlacl de la surface fondnmentalc avec les droites 
langentes issues d'un point quelconque o, sonl les poinls de In courhe d'ordre 
»(»— 1), inlerseclion de la surface avec la premiere polaire de o. Donc la 
classe de la surface fondamenlale, c’est-a- dire le nomlire des plans tangents 
qui passen! par deux poinls o, o', esl *(»— 1)*: ce nombre etant celui des 
poinls communs a la surface fondamenlale el aux premieres polaires de o, o . 
On voit encore que la classe d’une section plane de la surface fondamenlale, 
ou, ce qui est In mdme chose, l'ordre du cone circonscrit (le sommet plant 
un poinl quelconque o) esl *(»— 1). 

7. Si o esl un point de ln surface fondnmentalc, celte surface el la 
premiere polaire de o se touchent en ce poinl; d’oü il suit que o sera un 
poinl double pour la courbo d’ordre «(«—!), inlerseclion de ces deux sur- 
faces (6.). Le cone circonscrit, de sommel o, se decompose, dans ce cas, 
dans un cone d'ordre »(*-- 1)— 2 el dans le plan polaire de o; el ce plan, etant 
langcnl a ce cone le long des denx droites osculalrices ä la surface en o, 
coupera le m£me cone suivant »(*— 1)— 2 — 4 = (»+2)(*— 3) aulres droites. 
Parmi les droites qui sonl langentes a la surface fondamenlale 
en u n poinl donne, il y en a donc (»+ 2)(n — 3) qui ln touchent de 
nouveau ailleurs. 

8. Si une droile menee par un poinl quelconque o de l'espace est 
osculalrice ä la surface fondamenlale en un de ses poinls, le poinl de conlacl 
apparlient evidenunent ä la premiere el a la deuxieme polaire de o. Donc 
le nombre des droites osculalrices qui pnssenl pur un point qucl- 
conque de l’espace est «(»— 1)(« — 2). 

Le cone circonscrit, de sommet o, qui esl de l’ordre n n— 1) et de 
la classe n(n— l) 1 , a donc *(■—!)(•— 2} genernlrices slulionnaires. D’apres 
les formules connues de M. Plückkr, ce cone aura en outre: 
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h— !}(« — 2, i'i» — 3) generalrices doubles; il y a donc ce nombre de 
tangentes doubles qu'on pout mener pur o ä la surface donnee; 
4m(m— l)(w— 2j plans tangents slationnaires; c’esl-ä-dire que ce nombre 
est la classe de la developpable formee par les plans station- 
naires (qui touchent In surface donnee aux points paraboliques (5.)); et 
»— l, v n — 2) [u' —h‘+h~ 12) plans tangents doubles; c'est-a-dire que 
ce nombre est la classe de l’enveloppe des plans bilangents 
(qui touchent la surface donnee en deux points distincts). 

En supposanl la surface fundamentale sans lignes multiples, une quel- 
conque de ses sections planes sera de f ordre n, de la classe »(«— 1), sans 
points multiples, et par suite eile aura 3»;*— 2) points d’infloxion et 2)(* J — 9) 
tangentes doubles; il y a donc, dans un plan quelconque, ces nombres de 
droites osculatrices et de droites bilangentes ä la surface donnee. 

9. Si la surface fundamentale a un point multiple o, dont r soit le 
degre de mulüplicite , ce mdme point sera multiple suivant r— 1 pour la 
premiere polaire d un point quelconque; et par consequent la classe de la sur- 
face donnee en sera diminuee de r(r— l) s unites. 

Le meine point o sera multiple suivant r pour loutes les surfaces po- 
laires de o; d’oit il suit que la polaire (n — r)*"' sera un cone d’ordre r, et 
les polaires d’ordre moins eleve seront indeterminees. 

Si la surface fondamentale possede une ligne multiple suivant r, la 
premiere polaire d'un point quelconque passe r— 1 fois par celte ligne. Oans 
notre but, nous n’avons pas besoin de nous arrilor ä chercher l’influence 
d’une ligne multiple sur la classe de la surface donnee. 

Nous nous bornons ä ohserver que, si la surface dounde est le Systeme 
d'un plan et d'une autre surface, et que le pole soit pris dans ce plan, la 
premiere polaire sera composee du mdme plan et de la premiere polaire re- 
lative ä la deuxietue surface. 

10. Les polaires du mörae ordre par rnpport aux surfaces d’un faisceau, 
le pole etant un point fixe, formen! un autre faisceau qui est projectif au 
premier. De mdme, si au lieu d'un faisceau, on a un reseau ou an Systeme 
lineaire, les premieres polaires d’un point fixe forment un reseau ou un 
Systeme lineaire, respectivement. 

Si par la courbe d’interseclion de deux surfaces d’ordre n, on peut 
faire passer un cone du mdme ordre, le sommet de ce cone aura les mfimes 
polaires par rapport aux deux surfaces. 
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11. Soit F„ la surface fundamentale donnee; o, o dcux points quel- 
conques; F„, P* les premieres polaires de o, o par rapport a F„; P ay la 
premiere polaire de o par rapport a P«; et P^„ la premiere polairc de o par 
rapport a F„. Nous allons demontrer que P ^ et /%., ne sont qu’une senle 
et meine surface dordre n — 2. 

Soit E un plan mene arbitraireinent par o'; et h. le cone dont o est 
le sommet, et la courbe (FF.) est la directrice. D’apres un tbeoreme 
connu*), les surfaces F„, K n se couperont suivant uue autre courbe situee 
sur uno surface F„_, d'ordrc »—1. La surface donnee appartient au faisceau 
delerniine par le cone K „ et par le Heu compose FF_, ; donc (10.) la polaire 
F„. appartiendra au faisceau determinc par lo cone F„_,, polaire de o par 
rapport a h'., et par le lieu compose FF„_, , oü F„_, soit la premiere polaire 
de o par rapport a F„_,; car (9.) ce lieu compose est la premiere polaire de 
o' par rapport au lieu EF m _ t . Or In polaire F„„, coincide (10.) avec la 
premiere polaire de o par rapport a FF_,, donc eile passera par la courbe 
d’interseclion de la surface F_, avec le plan E (9.). 

Puisque la surface F. pnssc par ln courbe (K,, FF„_,), la polaire P a 
coincidern avec la polaire de o par rapport au lieu E F_ , (10.), et passera 
consequemment (9.) par la courbe (FF_,). Donc la surface F„,„ passe par la 
courbe polaire de o' par rapport au lieu FF._,, c. ii. d. par la courbe (FF„_,). 

On conclut d’ici que tout plan F mene par o' coupe les polaires P oa , 
et P„,„ suivant une scule et meine courbe dordre (» — 2). Donc ces sur- 
faces colncident en une seule et mdme surface, que nous nppellerons 
deuxieme polaire mixte des poinls oo. 

II est tres-facile maintennnt de passer ii un tbeoreme plus general, 
rclatif aux polaires d'un ordre quclconque. 

12. Des theorcmes (11.), (2.) on tire sans peine cel autre enonce: 
Si la premiere polaire d’un point x par rapport a la premiere 
polaire d’un autre point o passe par uii troisieme point o, la 
premiere polaire de x par rapport a ln (» — 2)""' polaire de o' 
passera par o. 

*) On sait que par la courbe cotnmnnc ft deux surfaces dordre n il pasBc un 
nombre infini de snrtnccs du mime ordre. Par cousdqueot, si deux surfaces d’ordre 
n passent par une courbe d ordre nr (r C n) situie dans une surface d'ordrc r, eiles 
sc couperont en outre suivant une autre courbe d'ordrc n(n— r), situee dans uue sur- 
face d’ordre n — r. 
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El de möme un tbeoreme anulogue pour les polaires d'ordre quel- 

conque. 

13. Si la premiere polnire de o a un point double o', la premiere 
polaire d'un point quelconque x par rapporl ii la premiere polaire de u passera 
(9.) par o', et par conseqnent (12.) la premiere polaire de x par rapporl a 
la quadrique polaire de o passera par o. De plus, puisque la deuxieme po- 
laire de o passe par o, il en suit que o est silue dans la quadriquo polaire 
de o (2.). Donc, o est un point double pour la quadrique polaire de o' ; 
c’esl-a-dire que la quadrique polaire de o est un cone de sommet o. 

Analoguement, si la snrface r*“* polaire de o a un point double 
o', la surface (n-r— 1)"** polaire de o' a un point double en o. 

14. Si le pole pareourl une droite R, de quelle classe est la de- 
veloppable enveloppee par le plan polaire? Les plans passant par un point 
arbitraire i ont leurs poles dans la premiere polaire de ce point; cette surface 
rencontre R en « — 1 points; l'enveloppe cherchee est donc de la classe 
w —1 *). Nous donnerons a cette surface ln denomination de d&eeloppable 
polaire de la droite R **). 

Les plans langents de la developpnble qui passent par un point • sonl 
les plans polaires des n— 1 points oü H est coupee par ln premiere polaire 
de i; donc, si cette polaire est tangente n R, le point i apparlient ä la de- 
veloppable. C"est-a-dire que 

Ln developpable enveloppee par les plans polaires des 
points d'une droite est Io lieu des poles des premieres polaires 
tangcntes ä cette droite. 

Chncune des droites generntrices de la developpable est le lieu des 
poles dont les premieres polaires touchent R au möme point. Parmi ces 
premieres polaires il y en aura une, laquelle sera osculee pur R; le pole de 
cette polaire appartient donc aussi a la generatrice infinimenl voisine. Ce qui 
revient ii dire que la courbe cuspidalo de la developpable est le 
lieu d'un point dont la premiere polaire est osculee par R. De 
mdrae, la courbe nodale de la developpable sera le lieu d'un 
point dont la premiere polaire a un double contact avec R. 

*) Si la surface fundamentale a un point o multiple suivnnt r, cc point est mul- 
tiple suivnut r — 1 pour la premiöre polaire d'un pole quekonque (9.); d’oü i) suit que, 
si R passe par o, lenveloppc dca plans polaires sera de la claaae n — r. 

**) On ddmontre pareillement que la ddveloppalde polaire d’uDC courbe d’ordre m 
est de la classe m(n — 1). 

Journal für Mathematik Btl. LXVII1. lieft t. 2 
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ün pent tres-facilement determiner 1 ordre de la developpable polaire 
et de ses courbes singulieres. Les points d'une droite arbilraire sont les poles 
d un faisceau de premieres polaires; dans ce faisceau il y en a 2(n — 2) tan- 
gentes a R; donc cc nombre est l’ordre de la developpable. Un plan 
quelconque mene par R coupe les premieres polaires de ses points suivant un 
reseau de courbes d’ordre n— 1 ; dans ce reseau il y a 3(n— 3) courbes os- 
culees par R, et 2 (»— 3) (*— 4) courbes touchees par R en deux points dis— 
lincts; par consequent, la courbe cuspidale est de l'ordre 3(n — 3), 
et la courbe nodale est de l’ordre 2(n— 3)(* — 4). 

D'apres les relations connues enlre les caracteristiques d’une develop- 
pable*), on trouve que la courbe cuspidale a 4 » — 4 points stationnaires, 
c'est-ä-dire qu'il y a autaut de points dont les premieres polaires ont un 
contact du troisieme ordre avec R; etc. 

15. Considerons la surface enveloppee par les plans polaires des points 
d’une surface donneo S„ d’ordre m. Les plans polaires qui passen! par une 
droite arbitraire ont leurs poles (3.) dans une courbe de l’ordre (*— l) 1 ; donc 
l’enveloppe cherchee est de ln classe m(»— 1)*. Les plans tangents qu’on peut 
meuer par une droite quelconque a cette surface, que nous designerons par 
K, sont les plans polaires des intersections de la surface donnee S m avec la 
courbe d’ordre (n— 1)’ corrcspondante a cette droite; donc cette droite sera 
tangente ä K, si la courbe correspondante touche S„. Far consequent, si 
deux droites, se coupant en un point i, correspondent a deux courbes d’ordre 
(»— 1)’ tangentes a S m , le point i appartiendra ä K. Or, ces deux courbes, 
d’apres leur definition (3.), sont situees sur la premiere polnire de i; donc la 
surface K est le lieu d’un point dont la premiere polaire est 
tangente a S m . 

Si m = 1 , K est l'enveloppe des plans polaires des points d’un plan 
donne E et en mdme lemps le lieu des poles des premieres polaires tangentes 
a ce plan. Cette surface, de la classe (»— i)% est de l’ordre 
3 (« — 2)’; en effet, les premieres polaires des points d'une droite arbitraire 
sont coupees par E suivant un faisceau de courbes de l’ordre «— 1, et dans 
ce faisceau il y a 3(n — 2f courbes avec point double. 

Les premieres polaires des points d'un plan quelconque coupent E sui- 
vant un reseau de courbes d'ordre n —1 ; or, on seit que dans un tel reseau 

*) [Voir la Teoria geometrica delle superficie ddjä citde, 10 — 12 . | 
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il y a § — 2 ) — 3) (3*» 2 — 9» — 5} courbes avec deux points douhles, et 
12(a— 2)(»i— 3) courbes avec un point stationnaire; la surface bi possede 
donc une courbe nodale et une courbe cuspidule, dont ces nomhres 
expriment les ordres. 

D'apres ce qui precede, si la premiere polaire d’un point i touche le 
plan E au point reciproquemenl le pinn polaire de i est tangent a K en i. 
Soit f un point comtnun au plan E et a la surface fondamentale; le plan 
polaire de i' sera tangent en f" a cetle surface et en i a K; donc la sur- 
fnce K est inscrite dans la developpable qui est tirconscrite a la 
surface fondamentale le long de sa seclion par le plan E. 

16. On a vu (3.) que le lieu des poles des pluns passant par une 
droite est une courbe gnuche d'ordre («—1)’. On peut de meine demauder 
le lieu des poles des plans tangents d'une surface quelconque de la classe tn. 

Si la surface dunnce est developpable, eile aura «•(»— l) 1 plans tan- 
gents conimuns avec la surface de classe («—1)’, enveloppe des plans polnires 
des points d'un plan quelconque E (15.); et des lors, ce plan E contiendra 
autant de points du lieu dernande. Donc, le lieu des poles des plans 
tangents d'une developpable de la classe m est une courbe gauche 
d’ordre m(n— l) 1 . 

Si In surface donnee n’est pas developpable, eile aura m(»— 1) plans 
tangents communs avec la developpable de classe «—1 formee par les plans 
polnires des points d'une droite quelconque R (14.); d'oü il resulte qu’une 
droite quelconque contienl m(n— 1) points du lieu demande. Ainsi le lieu 
des poles des plans tangents d’une surface quelconque de la 
classe m est une autre surface d’ordre m(u— 1). 

Clmpitrc druxleme. 

Systeme« de surfaces d'ordre quelconque. 

17. Si l’on se donnc deux faisceaux projectifs de surfaces d'ordre n, 
et n, respectivement, le lieu de la courbe d'intersection de deux 
surfaces correspondantes est une surface d’ordre », + *•], qui passe 
par les courbes d'ordre n] et itj, bases des faisceaux donnes. 

En un point quelconque de la premiere base, la surface d'ordre n, -f-Wi 
est touchee par la surface d'ordre n,, qui correspond a la surface d'ordre n, 
passant par ce point. 

2 * 
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18. Soient donnes trois faisceaux projectifs de surfaces d'ordre n, 
fl.., », resp. Les deux preiniers faisceaux engendrenl 1 7. nne surface d'ordre 
de meine, le premier et le troisieme faisceaa donnent une surface 
d'ordre «, + «). Ces deux surfaces passent par la courbe d'ordre base 
du premier faisceau. et par suite eiles se couperonl suivaut une aulre courbe 
d'ordre (« t -f *;)(»!+ * 3 ; — fl), qui passe evidemment par les ■; B,+ fl,; points 
oii la base du premier faisceau rencontre la surface engend ree par les deux 
autres faisceaux, etc. Donc 

Le lieu des points uü se coupent trois surfaces correspon- 
dantes de trois faisceaux projectifs d'ordre n,, fl,, est une 
courbe gauche d'ordre n, b, 4 - b, n, + ir, n , , qui a bJ v b,-h»,) points com- 
muns avec la base du premier faisceau, etc. 

19 Soient donnes qualre faisceaux projectifs de surfaces d'ordre w,, 
n ,, n, resp. Le troisieme et le qualrieme faisceau engendrenl (17 . ) une 
surface d'ordre iij-}-«« qui passe par la base du troisieme faisceau et a par 
suite b((h, -(-*,) points communs avec la courbe d’ordre *j*i+*i*i+*i *2 en- 
gendree (18.) par les preiniers trois faisceaux. Donc, cette courbe et cette 
surface se couperont en (» J + fl 4 )(fl,,fl . 1 + fl J n, -f b,b,) — bJ(b, -+■ n 2 ) autres points, 
c'est-ä-dire que 

II y a BjB,b 4 +B| b, b 4 + b,b,b, + b, b^b, points, dont chacun est 
commun n quatre surfaces correspondantes de quatre faisceaux 
projectifs d'ordre b,, b,, » 4 . 

20. Dans un faisceau de surfaces d'ordre n, combien il y en n qui 
soient douees d'un point double? Prenons quatre points arbilrairement dans 
l'espace; leurs premieres polaires formeront ( 10 .) quatre faisceaux projectifs 
d'ordre n— 1. Si une des surfaces donnees a un point double, la premiere 
polaire d'un pole quelconque pusse par ce point; et par consequcnt les points 
doubles sont les points de l'espace par lesquels passent quatre surfaces cor- 
respondantes des quatre faisceaux de polaires. Le nombre des surfaces du 
faisceau donne, qui out un point double, est donc (19.) 4 (b— 1)\ 

21. On demande le lieu des poles d’un plan par rapport aux 
surfaces d’ordre n d’un faisceau. Soient a, b, c trois points pris arbi- 
lrairement dnns Io plan donne; si x est le pole du plan abc, reciproquement 
( 2 .) les premieres polaires de a, b, c passent par m. Or, les premieres po- 
laires de a, b, c formen! trois faisceaux projectifs d'ordre n— 1 ; le lieu cherche 
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esl donc (18.) une courbe gauche d’ordre 3(»— 1)’, qui passe par les 
4;»~|)‘ points doubles (20.) du faiscenu donne. 

22. Soient donnes deux reseaux projcctifs de surfaces d ordre «, ; 
un faisceau quelconque, compris dans le prenüer reseau, et le faisceau. qui 
lui correspond dans l'autre reseau, engendrent une surface 0 d'ordre 
Les surfaces 0 formen! elles-inemes un reseau. Soient, en elfet, a et b 
deux points arbitraircs dans i'cspace. Par n passent deux surfaces corrcspon- 
dantes R, R' des deux reseaux; et de mdme, deux autres surfaces correspondantes 
Q, Q’ passent par b. Les surfaces [R, Q ), {R 1 , Q') determinent deux faisceaux 
projeclifs, a l’aide desquels on peut engendrer la surface 0,: ia seule qui passe 
par a et b. 

Soit P, P' une aatre couple de surfaces correspondantes des deux 
reseaux, qui n'appartiennent pas resp. aux faisceaux ( RQ ), ( R'Q '). Les faisceaux 
(PR), ( P'R ') engendreront une autre surface 0 2 ; et de mdme les faisceaux 
(QP), ( Q'P ') une t roisieme surface 0j. Les surfaces 0,, 0, passent par la 
courbe RR' d'ordre elles ont donc une autre courbe commune, de l'ordre 
(n, + R]) 1 — HjR,. Un point quelconque de cette courbe, considere comme silue 
sur 0,, est commun ä deux surfaces correspondantes S, S' des faisceaux (RQ), 
(R'Q')\ et le mdme point, considere comme situe sur 0,, appartieut aussi a 
deux surfaces correspondantes T, T' des faisceaux (PR), (FR'). Les deux 
faisceaux (PQ), (TS), appartenant a un mdme reseau, ont une surface com- 
mune U, a laquelle correspondra, dans l’autre reseau, une surface U' commune 
aux faisceaux (P’Q'), ( T'S d’oü il suit que tont point de la courbe d’ordre 
savoir tout point commun aux surfaces S, S“, T, T', est un point 
commun aux bases des faisceaux (TS], (T'S'), et par eonsequent il est commun 
aux surfaces U, U'. Donc cctte courbe d'ordre *»; -f- -j- n, » 3 , commune aux 
surfaces 0,, 0 3 , est siluee aussi sur 0,, et peut dl re regardee comme base 
du reseau des surfaces 0. (Ce reseau est delermine par les trois surfaces 
0, , 0,, 0 3 , lesquelles n’appartiennent pas au mdme faisceau, car <f>, ne con- 
tienl pas la courbe RR') 

Concluons donc que les surfaces d'ordre »,+»,, sur lesquelles 
sont situees les courbcs d’inlcrsection des surfaces correspon- 
dantes de deux reseaux proj-ectifs d'ordre forment un 

reseau et passent toutes par une möme courbe gaucho de l'ordre 

Deux surfaces P , Q du prcmier reseau donne se rencontrent suivant 
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u ne courlie d'ordre »], n Inquelle correspond une courbe P'Q' d ordre nj dans 
l’nulre reseau. Ces deux courbes, en general, ne se coupent pas; mais pour 
celles qui se coupent, Ies points d'intersection appartiennent evidemmcnt a la 
courbe d'ordre »rf wü + «q . Aulremcnt: chaque point de cette courbe 
est commun aux bases de deux faisceaux correspondants, au lieu 
que par un point nrhitraire de lespace ne passe plus qu'une couple de sur- 
faces correspondanles. 

23. Trois reseaux projectifs de surfaces d'ordre 

», resp. etant donnes, quel est le lieu d'un point par lequel 
passen! trois surfaces correspondanles? Soit G une droite arbilraire, 
x un point quelconque de G. Par x passent deux surfaces correspondanles 
des premiers deux reseaux; la surface correspondanle du troisieme rencoulrera 
G en »3 points x. Si I on fixe arhilrairement un point x' sur G, Ies surfaces 
du troisieme reseau qui passent par x' formen) un faisceau, auquel corre- 
spondent. dans Ies autres reseaux, deux faisceaux qui, etant projectifs, en- 
gendrent (17.) une surface d'ordre n,4-is,. Gelte surface coupera G en »,+»», 
points x. II y aura donc, d'apres un lemme connu, (*,-f »;)-!-#*, coincidences 
de x avec x', c’esl-ä-dire qne le lieu clierche est une surface de l'ordre 

+ II est evident que cette surface passe 1“. par un nouibre 
infini de courbes gauches d'ordre n 2 n, + w,n,4-n,» i , chacune des- 
quolles est engendree (18.) par trois faisceaux correspondants 
dans les trois reseaux donnes; 2 “. par les points communs 
aux surfaces du premier reseau, et de inßme pour les autres re- 
seaux; 3". par la courbe d'ordre engendree (22.) par 

les deux premiers reseaux; et de mdme pour les autres combi- 
naisons binaires des trois reseaux. 

24. On donne quatre reseaux projectifs de surfaces d'ordre 

» 3 , »4 resp.; cherchons le lieu d'un point oii se coupent quatre surfaces cor- 
respondantes. Les surfaces correspondanles des premiers trois reseaux se 
coupent sur une surface (23.) d'ordre «,+ » 2 +n,; et de meine le premier, le 
deuxieme et le quatrieme reseau donnent une surface d'ordre n, + » 3 + . Ces 
deux surfaces ont en commun la courbe d’ordre * 3-|-«,»3 engendree (22.) 
par les premiers deux reseaux, eiles se couperont donc suivant une autre 
courbe d'ordre ( b 1 4-»3 + »3,)( i » i +»; + »») — (nJ+*J-f-»i« 2 ); doü il suit que 

Le lieu d'un point par lequel passent quatre surfaces cor- 
respondantes de quatre reseaux projectifs d'ordre n,, n 2 . n, 
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est uno courbe gauche de l’ordre 

», »j + »4 + »1 +») »«. 

Celte courbe conlienl evidemment un nombre infini de systemes de 
+ poinls, chaque Systeme elanl engendre (19.) 

par quatre faisceaux correspondunls dans les reseaux donnes. 

25. Dans quel lieu sont distribues les poinls doubles des 

surfaces d un reseau d’ordre n? Les premieres polaires de quatre poinls 
arbilraires de l'espace ; 20. j formen! quatre reseaux projeclifs d’ordre « — 1, 
dans lesquels les surfaces correspondanles se coupent, quatre a quatre, sur une 
courbe gauche (24.) de l’ordre 6(n— 1)\ Cette courbe est donc le 

lieu demande. Elle contiendra evidemment les 4(n— 1) J points doubles de 
chaque faisceau compris dans lc reseau donne. 

26. De quel ordre est le lieu d'un point x, dont les plans polaires 
pnr rapport a deux surfaces d’ordre u, v se coupent sur une droite fixe G? 
Si les plans polaires de x passen! par un point ij de G, reciproquement les 
premieres polaires de y se couperont eil x. Si y parcourt la droite G, les pre- 
inieres polaires de y formen! deux faisceaux projeclifs d’ordre ,u— 1 , r-1, 
qui engendreront (17.) une surface d’ordre .«q-v— 2. Gelte surface est donc 
le lieu demande. 

Tout point commun a cette surface et a la courbe d’ordre fiv, inler- 
section des surfaces donnees, n pour plans polaires les plans tangents, au 
meme point, aux deux surfaces; la droite commune a ces plans est donc tan- 
gente en ce point a la courbe. Or, cette droite est rencontree par G; il y 
a donc aulant d'intersections de la surface d’ordre fi+v—2 avec la courbe 
d’ordre fiv, que de tangentes de cette courbe rencontrees par (1; c’est-ii-dire 
que les droites tangentes a la courbe d’intersection de deux 
surfaces d’ordre ft, v formen! une developpable de l’ordre 
f*y{p+y— 2 ). 

27. Revenons maintenant aux surfaces f />, (22.), que nous avons 
vues se couper suivant deux courbes, dont l'une est de l’ordre «i+nj + n,»; 
et l’autre est l’intcrsection de deux surfaces d’ordre n 7 . La surface, lieu 
d’un point dont les plans polaires par rapport a </>,, </>, se coupent sur une 
droite donnee, est (26.) de l’ordre 2 1) et renconlre la premiere courbe, 
non-seulemenl aux points oii celle-ci est louchee par des droites croisees 
par la droite donnee (soit r le noinbre de ces points, savoir f ordre de la 
developpable osculatrice de cette courbe), mais encore aux points (soit s 
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leur nombre) ou la premiere courbc esl rcncontree par l'aulre. 
En eflet cbacun de ces points cst un point de contnct entre </», et </>., et par 
suite il a iriemc plan polaire par rapport a ces surfaces. Nous aurons donc 

+ — l)(i»i + «5+»i«3) = r + t. 

En faisant le meine raisonnemenl pour la deuxieme courbe, et en observant 
que pour celle-ci l’ordre de la developpable oscululrice ( 26 .) est 2), 

on uura 

2(»i + » 2 — l)»i» 2 = i»,» 2 {m, + «- 2 -2)+*, 

d'oü l'on tirc 

s = »», («, + »3). 

r = 2 + + — 1) + »i»s(«i + »*s-2} *). 

28 . Considerons de la menie moniere les deux surfnees d’ordre 

»i+Bj+Bj et (2-1.1 qui se coupent suivanl deux courbes, dont l’une esl 

de 1‘ordre b}+ii|+i»i» 3 et l'aulre de l’ordre »3% ^[-» 3 «i,-f»,ii 2 +n,n 4 4-« i » 4 4 njn4. 
Soit r l'ordre de la developpable osculatrice de la derniere courbe, et s le 
nombre des inlerseclions dos deux courbes; nous aurons, cotnnie 
ci-devanl, 

(2»,-f 2n 2 + »j+«4— 2 )(n 2 » 3 4 -« ) « l 4 -...) = r'+*'j 
(2i», + 2» 7 + «3 + » 4 — 2)(»J+*5+«,i» 2 ) = r+*', 

et par consequent 

*' = (» 2 + »«)(»] + «3 + »i»a) + »i»j(B| + »2), 

r' = (u 2 ii j + i» j h 1 + "')("i+ , ^+"i+**—2)+(* 2 » 2 «4 + « j »i,»i, 4 ---). 

29 . Soient donnes cinq reseaux projeclifs de surfaces d'ordre n,, 
... « 5 resp. ; on demande en combien de points se coupent cinq surfaces 

correspondanles. Les deux preniiers reseaux, combines succcssivement avec 
les autres, donnent ( 23 .) Irois surfaces d’ordre »i+«3+*j, «,+»3+»«, «rf*h+a» 
resp. qui passen) toutes par la tourbe d’ordre +«,»,, engendree (22.) 

par les deux preniiers reseaux. De ces trois surfaces, les deux premieres 
se rencontrent suivant une aulre courbe qui ( 28 .) n s' points communs avec 
celle mentionnee lout-a-l’heure; donc cetle aulre courbe, qui est de l’ordre 
— renconlrera la troisiemc surface en {«3«3+»3 »i4-“)(*i+» +* 5)— *' 
autres points. Donc: 

II y a M|H 2 N]+M l n 2 M 4 -| points. chacun desquels est 

situe a la fois sur cinq surfaces correspondanles de cinq re- 
seaux projectifs d'ordre » 2 , ... *». 

*) Saluon, Analgl. Oeom. of Uiree dimentiotu, 2 ed. p. 274. 



Digitized by Google 



Cr emo ii a , mi'nioire de geomilrie pure sur le» turfaces du Irnitieme ordre. 17 

30. Quel esl le lieu des poles d'un plan donne par rup- 
port aux surfaces d'ordre » d’un reseau? Soienl a, b, c Irois poinls 
arbilraires du plan donne (21.); les premieres polaires de ces poinls forinent 
trois reseaux projeclifs d'ordre n — 1; le lieu demande esl donc (23.) une 
surfacc de l'ordre 3(«— 1), qui conlienl un noinbre infini de 
courbes gauches d’ordre 3(*i— 1)*, chacune de celles-ci etant le lieu des 
poles du plan donne par rupporl aux surfaces d’un faisceau (21.) conlcnu dnns 
le reseau propose. 

La courbe d'inlerseclion de la surface d’ordre 3 « — 1) avec le plan 
donne est evidemment le lieu des poinls ou ce plan esl langen! aux surfaces 
du reseau. 

31. Quel esl le lieu d'un point qui ait uienic plan polaire par rapport 
a nne surface fixe d'ordre n el a une des surfaces d'un reseau d'ordre m? 
Soil x an poinl pris arbitrairemenl sur une droile quelconque G; X le plan 
polaire de x par rapport it la surface fixe. Le lieu des poles de Ä par 
rapporl aux surfaces du reseau esl (30.) une surface qui renconlrera G en 
3 »«— 1) poinls x'. lnversement. si x est un point quelconque de G, les plans 
polaires de x' par rapport aux surfaces du reseau forinent un aulre reseau, 
c’esl-ä-dire qu'ils passen! par un memo poinl; el par suile ii y en aura «—1 
tangents a la devcloppable (14.) polaire de G par rapport a la surface fixe. 
Ces »— 1 plans sonl les polaires (par rapport ä la surface fixe) dautanl de 
point x de G. Le lieu demande sera donc une surface de l'ordre 

3(m— 1) + »— 1 =s 3m + » — 4. 

Toul point commun ä cette surface et n la surface fixe est situe dans son plan 
polaire; donc le lieu des poinls de contaet entre une surface 
d'ordre n et les surfaces d'un reseau d’ordre m est une courbe 
gaucbe d’ordre «n;3n» + n — 4). 

32. On se donne un faisceau de surfaces d’ordre « et un reseau de 
surfaces d'ordre m; et on demande le lieu des points de contact entre 
les surfaces du faisceau et celles du reseau. Ce lieu passe par la 
courbe d'ordre nr, base du faisceau, cor les surfaces du reseau qui passent 
par un poinl de la base forinent un autre faisceau, dans lequel il y a une 
surface qui touche une des surfaces d’ordre n*). De plus, chacune de ces 

*) Loraque les basca de deux faisceaux de surfaces out un point comniuu o, il 
y a toujoura une surfaco du premier faisceau et une surface du second, qui se touebeut 
en o. En eilet, les plans tangents en o aux surfaces du premier faisceau passent par 
Journal für Mathematik Bd. LXV1II. Heft l. 3 
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dernieres surfaces conlient une courbe d'ordre ji(3«i + »— 4', lieu des poinls 
de contact eulre cette surface el celles du reseau (31.). D‘oü il suit qu'une 
surface quelconque du faisceau donne renconlre le lieu dcmande suivanl une 
courbe (composee) d’ordre w' 1 + « ( 3 w -f- » — 4); ce lieu esl donc de l'ordre 
3m -j- 2» — 4. 

Si n = m, et que le faisceau el le reseau aient une surface commune 
(ce qui arrive lorsquc Tun et l'aulre foul partie d un mdme Systeme lineaire), 
cette surface appartient tout entiere au lieu. D’ailleurs, toute surface passant 
par In courbe commune ä deux surfaces d’un Systeme lineaire appartient a ce 
mdme Systeme; et si deux surfaces d’un faisceau ont un point de contact, ce 
point est double pour une autre surface du faisceau; donc 

Le lieu des points de contact des surfaces d’un Systeme 
lineaire d'ordre u, ou bien le lieu de leurs poinls doubles, est 
une surface de l’ordre 4(n— 1). 

33. Chercbons le lieu d'un point dont le plan polaire par rapport ä 
une surface fixe d'ordre n co'incide avec le plan polaire par rapport a une des 
surfaces d'un faisceau d'ordre m. Soit E un plan arbitraire; x un point quel- 
conque de ce plan; A’ le plan polaire de x par rapport a la surface fixe; le 
lieu des poles de A' par rapport aux surfaces du faisceau est une courbe (21.) qui 
renconlre E en 3(m— 1)’ points x'. Reciproquemenl, si x est pris arbilrairement 
dans E, les plans polaires de x par rapport aux surfaces du faisceau forment 
un autre faisceau, daus lequel il y a (»— l) 3 plans langenls a la surface en- 
veloppe (15.) des plans polaires des points de E par rapport a la surface 
fixe; et ces («— l) 5 plans sont les polaires d’autnnl de poinls x de E. Si le 
point * decrit une droite quelconque en E, le plan X enveloppe (14.) une 
developpable de la classe «—1, au lieu que les plans polaires des poinls de 
la mdme droite, par rapport aux surfaces du faisceau, enveloppent une surface 
de la classe 2(m— 1): en effet, cette droite est tangenlo a 2(m— 1) surfaces 
du faisceau. 11 y a donc 2(m— l)(n— 1) plans, chacuu desquels a sur la 
droite consideree un pole par rapport a la surface fixe et un pole par rapport 
a une des surfaces du faisceau; c'esl-a-dire que, si x decrit une droite, le 
lieu de x' est une courbe de l'ordre 2(m — 1) («— 1). Par consequent, d'apres 



une mdme droite, qui est la tangentc en o it la courbe- base de ce faisceau ; de m£me 
pour l’autre faisceau. Par consdquent, le plan qui contient lea droites tangentea en o 
aux deux courbes - bases touebera, eu ce point, une surface de chacun des deux 
faisceaux. 
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un tbeoreme connu*), le plan E contienl 3 (iw — + 1)(«— 1) 

points x, chacun desquels coincide nvec un des points correspondanls x; nutre- 
menl. le lieu cberche esl um; courbe guuche dont l'ordrc esl exprime par ce 
nombrc. Celle courbe passe pnr les 4 (w— 1) J points doubles (20.) du faisceau 
dnnne, car le plan polaire d'un poinl double, pur rapport n la surfuce ä In- 
quelle celui-ci appartient. esl indetermine (9.). 

Des intersections du lieu Irouvc avec la surlace fixe, on deduit que 
dans un faisceau d'ordre m il y a lj’d-)*— lj , +2(«— l)(n— 1)} 

surfaces qui ont un poinl de conlact avec une surface donnee 
d’ordre n. 

34. Deux systemes (lineuires) projectifs de surfaces 
d’ordres u, et n , resp. donnenl lieu a un nombre infini de sur- 
faces d’ordre », + »,, cbacune desquelles esl engendree (17.) par 
deux faisceaux correspondanls. Soienl P, Q, R, S, ... des surfaces du 
premier Systeme, et P', Q' , R\ S’, ... los surfaces correspondnnles de l’nulre 
Systeme. Les truis couples de faisceaux correspondanls (PQ), ( FQ '}; (PR), 
(P'R‘); (PS), (FS') engend rent trois surfaces d’ordre », +n. qui passen! toutes 



*) Bupposons quc, dans un plan donnd, & an point quelconque x Korrespondent 
deux courbes d'ordres p et v resp., qui se coupent en pv points * f; do manicrc qn'au 
point * corrcspondront pv points xf. Rdciproqnement, supposons qu’aux courbes (p) 
passant par un point x' Korrespondent les points x d’une courbe d’ordre p\ et qa’aux 
courbes (v) passant par le mfme point xf Korrespondent les points x d’une courbe 
d'ordre d’ob il s’ensuit qu’i nn point xf Korrespondent pV points x. Considdrona 
les points x d’une droite; les courbes (p) correspondautes st ces points forment One 
sdric d’indice p' (suivant la ddnomination de M. JoxgmkitEs), et les conrbes (v) cor- 
respondantes aux meines points forment, de mdmo, une sdrie d’indice k 1 ; et le lieu des 
intersections xf des courbes correspondantes ost (per un thdorhme dil au iiu-inc gdombtre) 
une courbe d’ordre («v'-f p'v. Analoguemcnt, Bi x' dderit une droite, le lieu de x est 
une courbo d’ordre pv’+p'v 

Bi le point x est situc dans sa courbe correspondantc (u), que) est le lieu de x? 
A un point quelconque x d’une droite arbitraire G correspond une courbe Ut) qui coupe 
G en p points xf; au lieu qu’äk un point xf de la mOmc droite correspond unc courbe 
(p') qui coupe G en p' points x. Le lieu demandd est donc de l’ordre p-\-p'. De 
mfiuie, si x doit Ctre situc dans sa courbe correspondante (v), le lieu de x. est une 
courbe de l’ordrc v + v'. Les (p -f- p 1 ) (v -f- %f) intersections de ces courbes sont dvidem- 
meut les points x dont chacun coincide avec un des points correspondante xf. Ch- 
on a identiquement p v p' tf (p v'^-p'v) = I/« -f donc: Bi, dans un 

plan, on a deux systbmes de points correspondauts, teil qu’h chaque point du premier 
syBtbme correspondent a points de l’autre; qui chaque point du second systbmc 
Korrespondent ß points du premier; et qu’unc droite quelconque contienne y couples 
de points correspondants; il y aura a -{- ß-(-y points doubles (S u.mon, Anal. Geom. of 
three dim. p. 511). 

3 * 
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par la courbe PF d'ordre et par suite*) ont («, + »,^(«1 + »]) autres 

points communs. Cfiacun de ces points est situe sur des surfaces Q t , /{,. S , , 
appartenan! resp. aux faisceaux [PQ ; , {PR), {PS , el’aussi sur les surfaces 
correspondantes (>,, R\, S,. qui appartiendront aux faisceaux [FQ') f ( P'R 
{PS' resp. Donc. le point considere est commun aux bases des faisceaux 
{Q\ R t )\ dont le premier a une surface commune avec le faisceau 
{QR,, et le second a une surface commune avec le faisceau ( Q'R Ces 
deux surfaces elant correspondantes, il en suit que le point, dont il s’agit, est 
situe sur In surface d'ordre engendree par les faisceaux ( QR ), {Q'R'). 

Toutes ces surfaces d’ordre «,+».• "ont donc en commun les 
points ci-dessus mentionnes. Far chacun de ces 

points passe un nombre infini de faisceaux correspondants; en 
d'aulres termes, chacun de ces points est commun a toutes les sur- 
faces de deux reseaux correspondants. 

35. Soient donnes Irois syslemes (lineaires) projeclifs de surfaces 
d’ordres n,, resp. Un reseau quelconque du prcmier Systeme, combine 

avec les resenux correspondants dBns les autres syslemes, donne (23.) une 
surface P d’ordre Toutes ces surfaces P formenl un nouveau 

Systeme lincairc. Soient, en effet, a, b, c trois points arbitraires dans l’espace. 
Les surfaces (»,) passant par a formen! un reseau; dans le resean correspon- 
dant du deuxieme Systeme il y n un faisceau de surfaces qui passent par a; 
et dans le faisceau correspondant du Iroisieme Systeme il y a une surface 
qui passe par a. C’est-a-dire qu’il y a Irois surfaces correspondantes P, F, 
P" qui passent par a. De mdme, il y aura Irois surfaces correspondantes Q, 
Q', Q" passant par b, et Irois surfaces correspondantes R, R', R" passant 
par c. Ces surfaces delerminent trois reseaux projeclifs \PQR), ( FQ'R 
( P"Q"R "), qui engendrerout une surface P,, la seule qui passe par u, b, c: 

Soil S, S', S" une autre lerne de surfaces correspondantes, qui n’appar- 
tiennent pas aux trois reseaux mentionnes. Les ternes de reseaux correspon- 
danls {QRS), ( Q'R'S ’), ( Q"R"S RPS\ (R'P'ST), (R"P'S">; (PQS , {PQ'S'), 
{ P"Q"S ") engendreronl trois autres surfaces P,, P ,, P,. Les surfaces P,, 
P j conticnnent la courbe d'ordre + engendree (18 ) par les 

•) Deux surfaces d’ordre n, -j-n, passant par une courbe d’ordre »,m, , se coupent 
suivant une autre courbe d’ordre n* -)-n| w, qui rencontre la premidre (27.) en 
B i «* (*•, + «,) points. D’oh il suit qu’une autre surface d’ordre n, passant par ln 
meine courbe d’ordre «,n, rencontrera la deuxibme courbe en (n, «»)(«! + *•! + ", *,) 

— = ( B i points non situds sur la premidre. 
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trois faisceaux correspondanls '[HS), [ R'S (R"S")\ eiles se couperont donc 
suivant une aulre courbe de l'ordre (*, + *, -j-j»,) 1 — Un 
point quelconque x de teile courbe. considere comme apparlenant a V / l , esl 
commun a Irois surfaces correspondanles A, Ä, A " des Irois reseaux qui 
engendrenl ¥*,; et nnalogucnienl. le mdme poinl x, considere coinrne silue sur 
‘f'i, sera commun ä trois surfaces correspondanles V, B B" des Irois reseaux 
generaleurs de ‘F,. Or, le reseau (/'(AS) et le faisceau (AB), faisant parlie 
d’un ro^me Systeme lineaire. onl une surface commune C, ä laquelle correspon- 
dront, dans le deuxicme Systeme une surface C commune au reseau (FtfS'} 
el au faisceau (A'B“), et dans le troisieme Systeme une surface C commune 
au reseau ( P"Q"S ") et au faisceau (A"B”). Par consequenl, le point x, etanl 
situe sur les surfaces A, A', A", B, B', B", c'est-a-dire sur les bases des 
faisceaux (AB), (A'B'), ( A"B "), sera un point commun aux surfaces C, C, 
C’, et par suite commun a Irois surfaces correspondanles des reseaux ( PQS ), 
(FQ'S'), (F"Q"S"); ce qui revienl a dire que x est un point de V,. On 
demontre de la meine moniere que x est silue sur F,; donc toutes les 
surfaces ¥■ formen! un Systeme lineaire et passen! par Ia courbe 
d’ ordre + + 4-^nj- 

Cette courbe est, d’apres cc qui precede, le lieu d'un point oü 
se croise une infinite de lernes de surfaces correspondanles; en 
d'autres termes, le lieu d’un point commun aux courbes-bases de trois 
faisceaux correspondanls; ou bien encore, le lieu d'un point commun 
ä Irois courbes d’ordres n], «J, correspondanles dans les sy- 
stemes donnes. 

Gelte möme courbe contient evidemment les (»,+«*<)(»?+ «5) points en- 
gendres (34 ) par les deux premiers systemes; et de möme pour les autres 
combinaisons binaires des systemes donnes. 

36. On se donne quatre systemes (lineaires) projectifs de surfaces 
d’ordres n, . a, resp et on demande l'ordre du lieu d’un point commun 

ä quatre surfaces correspondantes. Soit G une droile arbilraire et x un point 
quelconque de G. On peut faire passer par x une (seule) terne de surfaces 
correspondantes des trois premiers systemes (35.); la surface correspondanle 
du qualriemc Systeme coupera G en n, points x . Reciproquemenl, si l’on 
prend arbilrairement un point x sur G, les surfaces (*,) passant par x' formen! 
un reseau, et les reseaux correspondanls dans les trois premiers systemes en- 
gendrent (23) une surface qui rencontrera G en », + »>+», points x. Donc 
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Lc lieu d'un poinl oü se coupcnt quatre surfaces cor- 
respondantes de quatre systemes lineaires projectifs d'ordres 
«,, «j, » 4 est unc surfoce de l’ordre »,+ » 3 -t- «j+fl, . 

Cettc surfucc conlient evidemmonl une infinite de courbes gauches 
d’ordre ».»j-f «)«, + «, », + »,1)44 fl, »4+ *,»4, cbacune desquelles est engendree 
(24.) pur ([untre reseaux correspondants. La möine surface passe par la courbe 
d'ordre «1 + «•] + «j +»,«, + », i»|-fn,« 3 engendree (35.) par les trois premiers 
systemes; et de müme pour les autres combinaisons ternaires des quatre sy- 
stemes donnes. 

37. Quel est le lieu d'un point x dont les plans polaires, 
par rapport a quatre surfaces donnees d'ordres », resp., 

passent par un möme point x? Les premieres polaires de x doivent 
passer par x; et d'ailleurs les premieres polaires des points de fespace, par 
rapport aux quatre surfaces donnees, forment quatre systemes lineaires pro- 
jectifs d'ordres m, — 1 , »1— 1, n,— 1, n*— 1 ; donc (36.) le lieu du point x oü se 
coupenl quatre surfaceB correspondanles, c’est-a-dire le lieu demande, est 
une surface de l’ordro n, + «j+*h + »4— 4. On donne a cettc surface le 
nom de Jacobienne de* quatre turface * donnees. II est evident que la Jo- 
cobienne passe par les points multiples des surfaces donnees, car cbacun de 
ces points a un plan polaire indelermine. 

Soit n, — n s \ dans ce cas on a deux surfaces d’ordres et un 

faiscenu de surfaces d'ordre et la Jacobienne devicnt une surfoce de l'ordre 
»1+ **2 + 2 (»j — 2), lieu d’un point dont les plans polaires, par rapport aux 
surfaces d'ordres «, , «, et a toutes celles du faisceau, ont un point cotnmun: 
ou, ce qui est la meine chose, lieu d'un point dont les plans polaires, 
par rapport aux surfaces d’ordres «, ela une des surfaces du 
faisceau, passent par une meine droite. Cettc Jacobienne passe par 
les 4(«j— l) 1 points doubles des surfaces du faisceau (20.). Si une des sur- 
faces du faisceau touche la courbe d'intersection des deux surfaces fixes, le 
point de conlact appartient a la Jacobienne, car trois plans polaires de ce point 
passent par une mdme droite (la tangente a la courbe); il y a donc, dans 
un faisceau d’ordre * 3 , le nombre i»i» ! («i 1 +« ? +2 » j — 4) de surfaces 
qui sont langentes a la courbe d'intersection de deux surfaces 
donnees d’ordres n,, 

Si » 4 = h, = n 2 , nous aurons une surface fixe d'ordre fl, et un reseau 
de surfaces d'ordre flj-, et la Jacobienne, surface d'ordre «,+ 3»,— 4, deviendra 
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lc tieu d'un point dont le plan polairc par rapport a la surface fixe colncide 
avec le plan polaire par rapport a une des surfaces du reseau (31.). Cette 
Jacobienne contiendra la courbe gauchc d’ordre 6 (*•.. — 1)% lieu des points 
doubles des surfaces du reseau (25.). 

Si «i = «i = »j = »4 = », la Jacobienne, surface d’ordre 4(*— t), 
devient le lieu d’un point x dont les plans polaires par rapport 
a toutes les surfaces d'un Systeme lineaire d'ordre u passe nt 
par un möme point x'. II resnlte de ce qui precede que cette surface 
est aussi le lieu des points doubles des surfaces du Systeme, et 
contient par suite un nombre inlini de courbes gauches d'ordre 6(n— 1)’, cha- 
eune de celles-ci elant le lieu des poinls doubles d'un reseau appartenant au 
Systeme. On peut dire encure (32.) que la Jacobienne d'un Systeme 
lineaire est le lieu des poinls de contact entre les surfaces 
du Systeme. 

Si » — 2, le Systeme est forme par des surfaces quadriques. Dans ce 
cas, les plans polaires de x passant par x , reciproquement les plans polaires 
de x' passeront par x; c’est-ä-dire que x' est lui-mdme un point de la 
Jacobienne. La Jacobienne (surface du quatrieme ordre) d'un 
Systeme lineaire de quadriques est donc, non-seulement le lieu 
des sommets des cones du Systeme, mais encore le lieu des 
couples des poles conjugues par rapport a toutes les surfaces 
du Systeme. 

38. Cherchons maintenant le lieu d’un point dont les plans 
polaires, par rapport ä trois surfaces donnees d'ordres u , , 
o, , passent par une mdme droite? Les premieres polaires des points 
de l'espace, par rapport aux trois surfaces donnees, forment trois sy Steines 
(lineaires) projeclifs d’ordres », — 1, »j— 1, «, —1 resp. Un point du lieu doit 
etre commun aux premieres polaires de tous les points d'une droite, c'esl-a-dire 
que par ce point passe un nombre infini de terues de surfaces correspondautes 
des trois systemes projeclifs; le lieu cherche est donc (35.) une courbe 
gauche de l’ordre («,-1 ) , +{»j- 1 ) j +(»i- 1 ) j +(» 3-1 )(i»i- 1 )+(i», -!)(»,-!) 
•+ (»,— tX"a — 1) = 4t»,+n,+i»j)+6, qui passe evi- 

demment par les poinls multiples des surfaces donnees*). 

Si », = w,, la courbe obtenue devient le lieu d'un point dont le plan 



*) (On pcut appeler cette courbe Jacobienne des Iroit surfaces donnees] 
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polaire pnr rapporl a une snrface fixe d'ordre «, coincidc avec le plan polaire 
relatif a une des surfaces d'un faisceau d’ordre on relombe ainsi sur un 
rcsultnt deja oblenu aulrenient (33.). 

Si u, = n, = n,~ ii, on relrouve la courbe gauchc d'ordre 6 »— 1)% 
lieu des poinls duubles des surfaces d'un reseau d'ordre w (.25.); 
celte courbe est donc aussi le tieu d’un point dont les plans polairos, 
par rapport a loules ies surfaces du reseau. passent par une 
mdme droite. 

39. On se donne deux surfaces d'ordres les premieres polaires 

de lous les poinls de l'espace, par rapport a ces surfaces. formerout deux 
systemes lineaires projeclifs d'ordres »,— 1, 1. Si un point x a menie plan 

polaire par rapport aux surfaces donnees, les premieres polaires de tous les 
points de ce plan passeront par x, c'esl-a-dire que x est comiuun a loutes 
les surfaces de deux reseaux correspondanls. Concluons donc (34.J que Io 
nomhre des points dont chacun a meine plan polaire par rapport 
aux deux surfaces donnees est [(«,— !)+(«,— l/*]...*). 

Si on a le nombre des points douhles d'un faisceau; chacun 

de ces points a, en elfat, menie plan polaire par rapport a toutes les sur- 
faces du faisceau. 

40. Quol est le lieu d'un point par lequel passent cinq surfaces 
correspondantes de cinq systemes (lineaires) projeclifs, d'ordres 

, », , ... resp.? Les trois premiers systemes combines successivement 
avec le quatrieme et le cinquietne, dunnent (36.) deux surfaces d'ordres 
«i + »»i+»3 + fls resp., qui passent ensemble par la courbe 
gauchc d’ordre »j+ + + engendree (35.) par les trois 

premiers systemes ; eiles sccouperont donc suivant une aulrc courbe gauche 
de l’ordre n,ii,4*fl| *]+“'+*« fl», qui est le lieu demande. Naturcllement 
cetle courbe conticnt une infinite de groupes de «,»,#, + "- + »,« 4 « s points, 
chacun desqucls est cngendrc (29.) par cinq reseaux correspondanls, apparte- 
nanl aux systemes donnes. 

41. On se donne six systemes (lineaires) projeclifs de surfaces d’ordres 

n, , ... resp.; cherchons le nombre des points ou se rencontrent six 

surfaces correspondantes. Les trois premiers systemes, combines successive- 
ment avec le quatrieme, le cinquieme et le sixieme, donnent (36.) trois sur- 

*) I Koua pouvons dire que ces points forment la Jacoblenne des deux surfaces 
donndes.J 
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faces d’ordres », + »i + «j + «4* «i + ». + »j+"5, «, + resp. qui onl en 

commun la courbe d'ordre + + + + due (35.) aux trois 

Premiers systemes. Outre celte courbe, les deux surfaces d’ordres n,H f-« 4 , 

»,d b»5 passent ensemble par une autre courbe de I’ordre «.«jH H»«»,, qui ren- 

conlrela premiere en »,«,-) — 

points. En calculant l’exces du nombre total des intersections de in courbe 

d'ordre avec la surface d’ordre f-»,,, sur le nombre pre- 

cedent. on trouve le nombre cherche. Donc il y a a,».n 3 -f points 
dont chacnn est commun n six surfaces correspondantes de six 
System es (lineaires) projectifs d’ordres n,, ... 



Cliapitre trolsleme. 

Assetnblages syntetriqiies. 



42. Si deux faisceaux projectifs de surfaces du mdmc ordre n ont 
une surface commune P„, mais qui ne correspond pas a soi- meine, on voit 
sans peine que la surface 0 d’ordre 2«, cngcndree par les deux faisceaux, 
sera touchee le long de la courbe -base du premier faisceau par la surface 
P n de ce meine faisceau, qui correspond ii la surface P n de l’autre**), et 
sera touchee le long de la courbe -base du second faisceau par la surface 
P 71 de celui-ci, correspondante a In surface P a du premier. Aux points 
communs aux surfaces P n , P c’est-ä-dire aux points communs aux 
bases des deux faisceaux. la surface 0 sera touchee par P tl et par P n \ or 
ces deux surfaces, etant quelconques, n’ont en general aucun point de contact; 
donc les points communs a P „ , P n sonl doubles pour la surface 0. 
C’esl-ä-dire que la surface engendree par deux faisceaux projectifs 
d’ordreit formant un assemblage symetrique a »’ points doubles. 

43. Les surfaces correspondantes de trois reseaux projectifs du mdnte 
ordre » soient representees resp. par 




^ in 


p». 


P>„ 


Pn, 


P Ul , 


Pu, 


Pn, 


P Ul 


Pu, 



*) On calcule ce nombre par la tndtbode cmployde ailleurs (27 et 28). 

**) En effet, la surface du deuxidme faisceau qui passe par ud point quelconqne 
de la base du premier est P lt (17.). 
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el supposons que P,, et P kr soient toujours une seule et mörne surface. Dans 
cetle Hypothese, les trois rescaux formen! un nssemblage symelrique. Soit V 
la surface d’ordre 3», lieu d’un poinl oü se coupent trois surfaces correspon- 
dantes; on peut oblenir cetle surface de ln maniere suivante. 

Les deux faiscoaux correspondants {/**,, /*„), (/*,,, P a ) engendrent une 
surface 4»,, d’ordre 2 n, qui (42.) est touchee par P a le long de la courbe- 
base du second faisccau. De mdme, les faisceaux correspondants (/*„, P u \ 
K P SI , P a ) engendrent une surface d’ordre 2«, touchee par P i} le long de 
la courbe P 3 ,P a . Et les deux faisceaux correspondants (P„, P n \ 
ou (ce qui revient au meine *)) les faisceaux correspondants (P„, P n ), (Pj,,P u ), 
engendreront une surface 0„ ou 4> n d’ordre 2», rencontree par P„ suivant 
les courbes /’„/**,, P„Pn 3 et, n cause de celn. touchee par la mdme surface 
P jj aux points communs aux surfaces P„, P„. P a . 

Les surfaces analogues ä */*,, , •/>„, engendrees n l'aide de faisceaux 
correspondants du deuxieme et du troisieme reseau, forment nu nouveau reseau 
(22.), et chacune d’elles peut dtre regardee comme elant determinee par le 
faisceau du troisieme reseau qu'on emploie pour l’engendrer. De mdme pour 
les surfaces analogues k , «/>,,, engendrees a l’aide de faisceaux correspon- 
danls du premicr et du troisieme reseau. 

La surface 0,, (du resean 0„, <#»,,, ...) et la surface 0„ (du reseau 
0j,, 0«» . . .) correspondent au mdme faisceau (P J2 , P B ) du troisieme reseau 
donne, et resp. aux faisceaux (P 7! ,P U ), (P, 2 ,P 13 ) du second et du premier 
reseau; cos surfaces conliennent donc, outre la courbe la courbe lieu 

des points oü se coupent trois surfaces correspondantes de ces trois faisceaux, 
qui sont projectifs. Et cette seconde courbe appartient aussi a ’P, car ces trois 
faisceaux sont correspondants dans les trois reseaux dounes. 

Analoguemenl, la surface </»,, (du reseau 0„, 0,,, . . .) et la surface 
0„ (du reseau 0„, 0 !2 , . . .) correspondent au meme faisceau (P u , P a ) du 
troisieme reseau donne el resp. aux faisceaux (P „ , /*„), (P„, P n ) du second 

*) Une surface d'ordro 2n, engendrde par deux faisceaux projectifs (U, K), 
(t 1 , V *) d’ordre n, peut aussi fitre engendrde par deux autres faisceaux projectifs 
(ti, V ), ( V, K'), oü ii une surface V" du premicr faisceau correspond unc surface V" 
de l’autre, de la maniere suivante: V" rencontre la surface (2n) suivant la base UV 

et une autre courbe K d’ordre n’, par laquelle et par la base VV on peut faire passer 
unc surface V" d’ordre n. En effet, K a n* points communs avec la base VV (les 
points communs aux surfaces U", V, V ') ; donc une surface d’ordre n, passant par la 
base VV et par un point de A' non situd sur cette base, aura n*+l points communs 
avec A’, et par consdqucut contiendra cette courbe, tout entii're. 
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et du premier reseau:’par consequenl. ces surfaces conticndront, outre la courbe 
Pi,P a . la courbe engendree par ces trois faisceaux, qui sont projectifs: courbe, 
qui est aussi situee sur *P, parce que ces faisceaux sont correspondants dans 
les reseaux donnes. 

De indme. unc surface quelconque <f>, r du faisceau (</»„, 0„) et la 
surface corretpondante 0, r du faisceau (0„, 0„) (les deux surfaces etant 
relatives ä un meme faisceau du troisieme resean donne) auront en commun. 
non- seuleraent utie courbe d’ordre «' situee sur P * et sur une surface du 
faisceau (P u , P a ), niais aussi unc courbe d'ordre 3» 3 situee sur *P. Les sur- 
faces *P et P )s formen! donc enseuible le lieu complet engendre par les 
faisceaux projectifs (<!>,, , </>„), («#>,, , 0*,). D’oü il suit que, 0„ et 0„ etant 
une seule et möme surface, la surface tP est touchee par </>,, et 0„ le 
long de deux courbes d'ordre 3»' situees sur 0„ (42.); et que les 
points doubles de fP sont les points cominuns aux trois surfaces 
«*>,,, 0, j, 0„. Or nous avons vu quo ces surfaces sont louchees a la fois 
par P„, aux points cominuns aux surfaces P„, P, 3 , et chacun de ces 
points de contacl absorbe qualre points d'intersection des trois surfaces 0*); 
la surface 1P a donc (2») J — 4n J = 4* J points doubles. El par ces points 
passe toute surface <t> , engendree par deux faisceaux correspondants dans 
deux des reseaux donnes. 

44. On peut, d’une maniere analogue, construire la surface tP lieu 
d’un point oü se coupent trois surfaces correspondantes des trois reseaux pro- 
jectifs (P,Q, Ä), (/*', Q\ R’), (F‘, Q", R") d'ordres n 3 , lesquels ne forment 

pas un assemblage symetrique (23.). 

Les deux faisceaux (Q\ /{'), (Q", R") engendrenl une surface 0, d'ordre 
+ qui est coupee par R" suivant deux courbes, R"Q" et R"R!. 

Les deux faisceaux {Q, Ä), (Q", R") engendrenl une surface 0, d'ordre 
n, + H.,, qui est coupee par R" suivant deux courbes, R' ’Q" et R"R 

Les deux faisceaux (P’, R') (P", R" j engendrenl une surface 0, d’ordre 
«4 + Hj, qui est coupee par R" suivant deux courbes, R"P" et R"R'. 

Et les deux faisceaux ( P , R), (P", R”) engendrent une surface 0, 
d'ordre n, + »j, qui esl coupee par R" suivant deux courbes, R"P" et R"R. 

Les surfaces </>,, 0 determinent un faisceau d'ordre projectif 



*) Cela est Evident pour deux »urfaceB quelconque« et un plau qui se touchcut 
en un meme point. 



4 * 
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bu faiscean ( Q",P "). Si S" est une surface quelconquc de ce dernier faisccau, 
les faisceaux correspondanls (S 1 , R'j, ( S", R") engendreront Io surface 0 (du 
faisceau (0, , 0,)) qui correspond a S". 

De mdine, les surfaces 0, , 0, detcrminent un faisceau d'ordre a, - r n, 
qui est, iui aussi, projectiT au faisceau (Q", P"). La surface 0' correspoudante 
a S" est engendree par les faisceaux correspondanls (S, R), (S", R"). 

Les surfaces 0, 0', oulre la courbe R"S", contiennenl evidemment 
la courbe lieu d un point oü se croisent trois surfaces correspondantes des 
faisceaux projoctifs (S, R), (S',R'), (S", R"): courbe qui est siluee sur F, 
car ces Irois faisceaux sont correspondanls dans les reseaux donnes. Les 
faisceaux projeetifs (0,,0,), (0j,0,' engendrent donc un lieu qui est com- 
pose des surfaces R" et F. 

45. Dans la recherche precedente soit n, = h, = ■, = ». Dans ce cas 
((43.), note) une surface quelconque R, du faisceau (R', R") coupe 0, el 0 2 
suivant deux courbes situees resp. sur deux surfaces P„, P„ appartenant aux 
faisceaux (Q\ Q"), \F, F'). D'oü il suit que les reseaux projeetifs (P, Q, /t), 
(P,„ Ä,,), (F' f Q", R") donneront naissance aux meines surfaces 0,, 0,, 

0, , 0 j , et engendreront une surface d’ordre 3» qui , ayant quatre courbes 
d'ordre 3 h’ en common avec F, coincidera avec cette derniere surface. C’est- 
u-dire que, si une surface d’ordre 3n est engendree par trois re- 
seaux projeetifs [P, Q, Jt, . . .), (F, Q', R', . , .) , (P", Q", R", ...) d’ordre 
n, on peul substituer u l’un de ceux-ci, par ex. au deuxieme, un nouveau 
reseau (P„, Q„, R,,, ...) projectif aux donnes, et forme par des surfaces qui 
apparliennent resp. aux faisceaux (P‘, F'), (Q\ Q"), ( R R"), .... 

Analoguemenl, nous pourrons remplacer un autre des reseaux donnes, 
(P, Q, R, ...) par un nouveau reseau ( F ", Q'",R'" t ...) projectif au precedent, 
oü les surfaces P'", Q‘", R'", . . . apparliennent resp. aux faisceaux (P, P„), 
(Q> Pu) t (P, P«), ou, ce qui est la möme chose, aux reseaux (P,F,F'\ 
(P< P , (O e* tP, P , P"). Donc enfin, on pourra engendrer la mime 
surface iP par trois n o uv eaux reseaux ( F",Q"',R"',...) i (P 1 ', Q n ,R' ',...), 
P', p', P v , ...) projeetifs aux donnees et formes par des surfaces 
appartenant resp. aux reseaux (P,F ,P" {Q,Q‘ ,Q" (P,P',P",-0- 

De plus: les reseaux projeetifs ( P,F,F',F",...\ 
el (R, R', R", R "', ...) engendrent une surface d'ordre 3n’ qui conlient 
les quatre courbes 0,0,, 0,0’,, 0,0,, 0,0, d'ordre 3 h’, el par suite 
colncide avec F. 
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46. Representons par 



P„, ^ ut Pu, P>4* Pli , 



P», 

P», 

P», 



Pu, 

1 

Pu, 



‘Ml 

P», 



les surfaces currespondantes de quatre syslemes lineaires projeclifs du möme 
ordre «, et supposons que P t , et P, r soit toujours une seule et mdme sur- 
face. Dans cette hypothese, les quatre systemes forinent un assemblage syme- 
trique. La surface J d'ordre 1« , lieu d un point oii se coupent quatre sur- 
faces correspondantes (36.), peut ötrc construite de la moniere suivante. 

Les trois reseaux correspondants (P,.,P„,P U ), (P m P»,P»), (P«rP»,P») 
donnent (43.) une surface Y',, d'ordre 3», qui est touchee par la surface 0 
engendree par les faisceaux (P u ,Pu), (Pu, Pu) suivant une courbe d'ordre 
3n' (situee sur la surface engendree par les faisceaux (Pn, P u ), (P^, P„), ou 
par les faisceaux (Pu,P,*), (Pu, Pu)), laquello est le lieu d'un point oü se 
coupent trois surfaces correspondantes des faisceaux projectifs (Pu, Pu), 
(Pu, Pu), (Pu, Pu). 

D’une moniere semblable, les trois reseaux correspondants (/*,„ P l3 , P lt ), 
(P u , Pu, Pu), (P>i, Pu, Pu) engendrent (43.) une surface Y' n d’ordre 3«, 
qui est touchee par la surface 0 suivant une courbe d'ordre 3*1* (situee sur 
la surface engendree par les faisceaux (P n ,P u ), (Pu, Pu) ou par les faisceaux 
(P»,Pu), ( P», Pu ), laquelle est le lieu des intersections de trois surfaces 
correspondantes des faisceaux projeclifs (Pu, P„), (P u , Pu), (Pu , Pu)- 

Enfin, les trois reseaux correspondants (P n , P„, P u ), (P u , P u , P„), 
(Pu, Pu, Pu), ou ce qui revient au mdme (45.), les trois reseaux correspon- 
dants (P,i, Pu, P„), (Pu, Pu, P»), (Pu, Pu, Pu) engendrent (44.) une surface 
Y^ ou Y'„ d’ordre 3n, qui est coupee par 0 suivant les deux courbes d'ordre 
3»' dejä mentionnees. D'oü il suit que les poinls coinmuns ü ces deux courbes, 
c'est-ä-dire les 4»’ points v 19.j par lesquels passenl quatre surfaces correspon- 
dantes des faisceaux projectifs (P„,P,t), (Pu, Pu), (Pu, Pu), (Pu, Pu), sont 
tels que la surface 0 y est tangenle a chacune des surfaces Y*),, Y , li . 

Les surfaces Y*,,, determinent un faisceau projectif au faisceau 
(Pu, Pu). Si P 4r est une surface quelconque de ce dernier faisceau, et si 
P ir , P lr , P lr sont les surfaces correspondantes des faisceaux (P„, P„), (Pa,Pu), 
(Pu, Pu), la surface correspondante ¥ , lr du faisceau (Y',,, Y*),) sera engendree 
(44.) par les reseaux ( P, r , Pu , Pu), (Pu, Pu, Pu), (Pu, Pu, Pu). 
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Les surfaces V‘ n , V'.,, determinent un autre faisceau projectif au mdme 
faisceau (P„, P 4I ). La surface IP,, du faisceau (1P„, qui correspond ä 
P ir , est engend ree par les reseaux (P„, P„, P„), (P,„ P u , P M ), (P, r ,P„, P«*)- 

Les deux surfaces IP,,, ’P,, d'ordre 3n passen! enscmble par la courbe 
d'ordre 3«’ engendree par les faisceaux (P rJ . P, 4 ), (P u , P M ), (P u , P„) et 
situee sur la surface <7»; eiles se coupernnt donc suivant une autre courbe 
de l'ordre 6n’, lieu dun point (24.) par lequel passent a la fois quatre sur- 
faces correspondantes des quatro reseaux projectifs (P lr ,P„, P 14 ), (P,,,P M ,P M ), 
(P Jr , P u , P M ), (Pv,P„,P«). Cette courbe appartient a car ces quatre 
reseaux sont correspondants dans les systemes donnes ; les faisceaux projectifs 
(' P„, 1P„), (V',,, V») engendrent donc un lieu compose de la surface </> d'ordre 
2» et de la surface J d'ordre 4m. 

On en conclut (42.) que les poinls doubles du lieu compose J4> sont 
les interseclions des trois surfaces 1P„, ¥«, 'P n . Nous avons vu que ces 
trois surfaces ont 4m 1 points de conlnct, qui sont Äquivalents a 4,4»’ inter- 
sections; le nombre des points doubles est donc (3»)’— 16»’ = 1 1»’. Mais 
les poinls doubles de «/> sont (42.) les »’ intersections des surfaces P„, P«, 
/’„ ; ainsi .1 n 10 m’ points doubles, situes sur toutes les surfaces 
analoguos a 1P„, 1P„, ¥*,,, . . . . 

De ce que J est engendree au moycn de faisceaux projectifs fortnanl 
un atsemblage symetrlque (42.), il suit encore que cette surface est 
louchee pur Y',, et Y<„ suivant deux courbes d ordre 6»’, siluees 
sur IP„. 



t Hnpltre quntrlenie. 

Prnprictös relatives aux surfaces nodales conjuguees. 

47. Revonons a In consideralion d'une surface fondamentale F. d'ordre 
n (generale, «ans points multiples) et des surfaces polaircs. On a vu (2.) que 
lea proinieros polaircs de tous les points de l'cspace forment un Systeme lineaire 
d'urdrn »I. La Jacobienne de ce Systeme, c’est-ä-dire le lieu des points 
doubles des premicres polaires, ou bien encore (13.) Io lieu d'un point donl 
In qundriquo polaire est un cone, sera (37.) une surface de l'ordre 4(n — 2). 
On nppolle cotle surface la Heuienne ou la tturface nodale de la surface fon- 
danienlulc. 
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Soient P , , P,, P, , P, les premieres polaires de quatre points quel- 
conques 1, 2, 3. 4 (non situes dans un möme plan); on pcat regarder (37.) 
la Ilessienne coinine Jacobienne de ces quatre surfaces d’ordre n — 1. Les 
premieres polaires de tous les points de l'espace, par rapporl a ces quatre 
surfaces, forment. d’apres Ife theoreme (II.), un assemblage syrnetrique de 
quatre systemes lineaires projeclifs d’ordre » — 2; donc (46.), la Ilessienne 
a 10(n— 2) J points do übles, situes sur un nombre infini de surfaces 
(¥*,,, tP,,, ...) d’ordre 3(»— 2)» 

En designant par P,, 1a deuxieme polaire mixte de deux points r», et 
en conservant du reste les symboles adoptes ci-dessus (46.), on voit tout de 
snite que 1\, est le lieu des poles du plan 134 par rapporl aux 
premieres polaires des points du plan 234 (30.), et aussi le lieu 
des poles du plan 234 par rapporl aux premieres polaires des 
points du plan 134. Or, d'apres le theoreme (11.) si le plan 134 est la 
polaire (« — 2)'“’ d’un poinl x, par rapport ä la premiere polaire d’nn point 
r du plan 234, le mdme plan 134 est aussi la premiere polaire de r, par 
rapport a la polaire (» — 2)'“ r de x, c’est-a-dire que 134 est le plan polaire 
de r par rapport a la quadrique polaire de x. Donc, IPj, est le lieu d’un 
point x tel que les plans 134, 234 sont conjugues par rapport a 
la quadrique polaire de x *). 

Comme cas particulier, est le lieu des poles du plan 234 
par rapport aux premieres polaires des points de ce möme plan, 
et aussi le lieu d’un point dont la quadrique polaire est tan- 
gente au plan 234; et V,, aura la mdme signification par rapport au plan 
134. Appelons ces surfaces * ... V'tt twrface* polairet puren des plans 234, 134 
resp., et V n surface polaire mixte de ces mdmes plans. Donc (46.): 

La Ilessienne est touchee par lasurface polaire pure d’un plan 
quelconque suivant une courbe gauche d’ordre 6(n— 2) 1 , qui est le 
lieu des points doubles des premieres polaires dont les poles sont 
dans le plan donne. Les deux courbes de contact entre la Iles- 
sienne et les surfaces polaires pures de deux plans quelconques 
sont situees ensemhle sur la surface polaire mixte de ces deux 
plans. Toules ces surfaces polaires pures et mixtes, et des lors 



*) La Beetion de V,, par l’un des plans 234, 134 est evident ment le lieu des 
points de contact de ce plan avec les premieres polaires des points de l’autre. 
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loutes ces courbes gauches d’ordre 6i*»— 2)’ passen! par les 10(n— 2) J 
points douhles de la Ncssienne. 

48. La surface V', polaire pure d’un plan quelconque i23, a 4(*— 2)’ 
poinls doubles (43.) sitncs sur un nombre infini de surfaccs (0, ,,0„,.. .) 
d'ordre 2(ü — 2). Si r, » sonl deux points fixes d'une droite donnee, et que 
x soit un point mobile sur une autre droite donnee G, les snrfaces P,,, P„ 
formeront deux faisceaux projeclifs, generateurs d'une surface 0 d'ordre 
2(n— 2), qui sern lo lieu des courbes polaires (d'ordre {#— 2)’) de la 
droite re par rapporl aux premieres polaires des poinls de G (3.). 
Or, d'apres le theoreme (12.), si les premieres polaires de r, e par rapport 
a ln premiere polaire de x passen! par un point y, reciproquement la premiere 
polaire de x par rapport ä la fj» — 2)*“”' polaire de y passera par r, e; c’est- 
a-dire que le plan polaire de x par rapport a la quadrique polaire de y passera 
par la droite re. Donc, 0 est le lieu d’uu point y tel que la droite 
reciproque de la droite G, par rapport a la quadrique polaire de 
y, est rencontree par la droite re. Dans cetle delinition, on penl evidem- 
inent permutcr entre elles les droites re, G; donc 0 est aussi le lieu des 
courbes polaires de G par rapporl aux premieres polaires des 
points de r* *). D'apres ce qui precedc, la surface P, x coupe 0 suivant 
deux courbes d’ordre (» — 2)’, dont l'uno est la courbe polaire de la droite re 
par rapporl ä la premiere polaire du point x de G, et l'aulre est la courbe 
polaire de G par rapport a la premiere polaire du point r de re; or, les 
(» — 2) J poinls communs a ces deux courbes sont uutant de points de contact 
entre P rx et 0,- donc 0 est aussi l'enveloppc de la deuxieme po- 
laire mixte de deux poles mobiles, l’un sur G, l'aulre sur re. 
Nous appelons cette surface 0 eurface polaire mixte des droites G et re. 

En revenanl a la surface V, on voit que 0„ est la surface polaire 
mixte des droites 13, 23. Aussi, 0„ a la möme signißcation par rapporl 
a deux droites coincidenles: c'est-a-dire que 0,, est le lieu des poles 
dont les quadriques polaires sont langentes a la droite 23, etc. 
Appelons ce lieu eurface polaire pure de la droite 23. Ainsi, en resume (43) : 



*) 8i l*on convicnt dappeler Jacobienne de quatre Burtaces, dont quclouea- unos 
Boicnt des plan«, le lieu dun point ob se coupent lea premiferes polaires nun point 
situ<5 dass les plana donnes par rapport aux autres aurfacea donn<5ea ; <l> aora la Ja- 
cobienne de deux plane paaaant par G et dea aurfacea P,, P,. De m£me, V lt est la 
Jacobienne du plan 1.14 et des aurfacea P, , P t , P , ; etc. 
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La surfnce polaire (pure) d'un plan donne est louchee par la 
surface polaire pure d'une droite quelconi|ue situee dans ce 
plan, suivanl une courbe ga liehe d'ordre 3(»— 2)*, qui esl le lieu 
des poles du plan pur rapport aux premieres polaires des points 
de la droite. Les deux courbes de contacl entre la surface po- 
laire du plan et les surfaces polaires pures de deux droites 
tracees dans ce plan, sont placees sur la surface polaire mixte 
des deux droites. Toules ces surfaces polaires pures et mixtes 
(des droites du plan). ‘et par suite toutes ces courbes gauches 
d’ordre 3 u— 2} 1 , passen! par les 4 ( n— 2)’ points doublcs de la sur- 
fnce polaire du plan donne. 

49. La surface P,. (deuxieme polaire mixte des points r, *) admet, 
eile aussi. une detinition analogue a celles des surfaces ‘P,, et </>,, . En effet, 
si la premiere polaire de r par rapport n In premiere polaire de * passe par 
un poinl r, reciproquement, d'aprcs le Iheoreme (12.), la premiere polaire de 
u par rapport a la (■ — 2}*“' polaire de x passera par r f c’est-ä-dire que le 
plan polaire de * par rapport a la quadrique polaire de x passe par r. Donc, 
P,. esl le lieu d'un point x lei que les points r, u sont conjugues 
par rapport ä la quadrique polaire de x. Si les points r, * colncident, 
on retombe sur la definition de P rr ( deuxieme polaire pure du point r). 

50. La surface </>, polaire pure d’une droite quelconque 12, a (*— 2) J 
points doublcs (42.) situes dans un nombre infini de surfaces (P„, P n , ...) 
d'ordre »—2. On cst ainsi conduit a dire que: 

La surface polaire (pure) d'une droite donnee est louchee 
par la deuxieme polaire pure d’un poinl quelconque de cette 
droite suivanl une courbe gauebe d'ordre (*— 2)’, qui est la courbe 
polaire de la droite par rapport li la premiere polaire du point. 
Les deux courbes de contacl entre la surface polaire de la droite 
et les deuxiemes polaires pures de deux points quelconques de la 
mdme droite, sont placees sur la deuxieme polaire mixte de ces 
points. Toutes ces deuxiemes polaires pures et mixtes (des 
points de la droite), et des lors toutes ces courbes d’ordre (n— 2)', 
passent par les (« — 2) 3 points doubles de la surface polaire de la 
droite donnee. 

51. II resulte de ce qui precede (48,50) que la surface polaire 
pure d’un plan est l'enveloppe des surfaces polaires pures des 

Jonrn*l fiir Mathematik B4. LXVIII. Heft 1. 5 
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droites situecs dans ce plan, et que la surface polnire pure d'une 
droite est l’enveloppe des deuxietnes polaircs pures des poinls 
de celte droite. On peut njouler, d’apres (43,46), que les surfaces 
polaires pures et mixte de deux droites, situees dans un meine 
plan, sonl touchees aux meines (n— 2 3 points pur la deuxieiue po- 
laire pure du point de concours de ces droites (d’oü il resulte que 
In surface polaire pure d’un plan est nussi l’enveloppe des deu- 
xienies polaires pures des points du plan): et que les surfaces polaires 
pures et mixte de deux plans sont touchees aux meines 4 n — 2) 3 poinls par 
la surface polnire pure de In droite commune it ces plans. Kt en otitre (44.): 
In courbe :rnuchc d’ordre 3(»— 2)", lieu des poles d’un plan donne par rapport 
aux premieres polaires des points d'une droite donnee. est placee sur la sur- 
facc polnire mixte de ce plan et d’un nulre plan quelconque passant par la 
droite donnee, et aussi sur In surface polaire mixte de celte droite et d'une 
autre droite quelconque situee dans Io plan donne. Etc. etc. 

52. Les premieres polaires des points d'une droite quelconque forment 
un faiscenu, qui contient 4(n — 2) 3 surfaces douees d'un point double i,20.). 
Donc, le lieu des poles donl les premieres polaires ont un point 
double, est une surface d’ordre 4(n — 2)\ On l’nppelle surface uodale 
conjuguee, ou surface Steinerienne. 

Nous pouvons dire (13.) que la Hessienne est le lieu des points 
dont les quadriques polaires sont des cones, et que la Steine— 
rienne est le lieu des sommets de ces cones. 

Ln Hessienne et In Steinerienne se correspondent, point ä 
point. Si o est un point double de la premiere polaire d’un point o, c’est- 
ä-dire, si o est le pole d'un cone qundrique de sonirnct o, les points o, o' 
scronl deux points correspondants de In Hessienne et de la Steinerienne. 

53. La Hessienne est nussi le lieu des points de contact 
entre les premieres polaires (32.). Soient o, o' deux poinls correspon- 
dants des deux surfaces nodales conjuguees; la premiere polaire de o et une 
autre premiere polnire passant par o detormincront un fnisceau de surfnces 
touchees en o par un nidme plan E. Tout point p commun a ce plan et au 
plan polaire de o nurn sa deuxieme polaire passant par o (In droite po est, 
en effel, tangente en o ii la premiere polaire de p ): or, le point o jouit, lui 
aussi, de celte propriete : donc, o‘ est silue sur l’inlersection de E pnr Io plan 
polaire de o, c’est-a-dire que le plan £pnsse toujours par la droiteoo'. 



Digitized by Google 




Cremona, memoire de geomilrie pure tur le-t surface» du troisU-me ordre. 35 

54. Soienl o, o, deux poinls, infinimenl voisins, de la Hessienne: o,.o , 
leurs points corrcspondnnls sur la Steinerienne. Des que les premieres polaires 
de o, Oi sonl conseculives et douees des poinls doubles o, o, , leur courbe 
d’interseclion passera pur o, et consequcnuncnl lc plan polaire de o passera 
par o'o,. qui esl une droite tangente en o a In Steinerienne. Cola suhsiste 
quelle que soit la direction de cette tangente;, donc le plan polaire d’un 
point de In Hessienne esl lange nt a la Steinerienne au poinl 
co rrespon dan I. 

On deduil de la que la Steinerienne est une surface de la 
clnsse 4 IJ’i,»— 2}, car ce noinbre esl cclui des intersections de la Hes- 
sienne avec In courbe polaire d'une droite quelconque. 

55. Les poles d'un plan (par rapport a la surface fondamenlale) sont 
(3.) les {« — 1)* intersections des premieres polaires de Irois poinls a, b, c 
de ce plan. Soit a un poinl de la Steinerienne. et soit abc le plan tau- 
gen! a cette surface en ce point; dnns ce cos, la premicre polaire de n est 
douee d'un point double d, et les premieres polaires de b et c passent par d. 
D oü il suit que le plan tangent a la Steinerienne, en un de ses 
points. n deux poles coincidents au point correspondant de la 
Hessienne. 

56. L T n point double ui de la Hessienne est situe sur la surface po- 
laire mixte de deux plans quelconques (47.); c’est-a-dire qu'il y a dans un 
plan quelconque un point tel que le plan polaire de tu, par rapport ä la pre- 
miere polaire de ce point, esl indelermine: autrement, il y a dans un plan 
quelconque un poinl donl la premiere polaire a un poinl double en tu. Donc, 
tu est le poinl double d'un noinbre infini de premieres polaires, les poles des- 
quelles, appartenant liaturellement a la Steinerienne (52.), sont en ligne droite 
(car il y a un tel pole dans un plan quelconque). Ainsi, au point tu cor- 
respond sur la Steinerienne, au lieu d'un poinl unique. une droite, 
dont ebaque poinl sera. par consequcnt, double pour la quadrique polaire de 
tu; c'est-a-dirc que la quadrique polaire de tu est une couple de 
plans passant par cette droite. Et le plan polaire de ui sera tan- 
gent a la Steinerienne tout le long de cette mdme droite. Donc 

La Steinerienne contiertt 10(* — 2) J droiles, donl cbacune 
correspond a un des points doubles de la Hessienne. 

57. Deux courbes situees resp. sur la Hessienne et sur la Steinerienne 
peuvent elre nouimees correspondunteit , lorsque l'une esl le lieu des points 

5* 
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eorrespondanls aux points du l'aulre. Ainsi par ex. la courbe plane d'ordre 
4 « — 2)*, oü la Sleineriennc esl conpee par un plan quelconque E, et la 
courbe «wiche d'ordre 6(» — 2)’, au long de laquelle la Hessienne esl toucbee 
par la surface polaire (pure) de E (47.), sont deux eourbes correspondanles; 
parce que la deuxieme courbe est le lieu des points doubles des premieres 
polaires des poinls du E. 

Oll peut tres-facilement determiner la courbe qui correspond a l'in- 
lerseclion de la llessienne avec une surface quelconque d'ordre m. Soit 
K la surface enveloppe des plans polaires des points de S m : surface qui est 
aussi le lieu d'un point dont la prämiere polaire esl langente n S„ (15.). Si 
o est un point commun a S„ et a la Hcssienne, le plan polaire de o toucbera 
a la fois K et la Steinerienne au point correspondant o' (54.). Or, la pre- 
iniere polaire de o', ayant un point double en o, touchc S m en ce point; donc 
o appartient aussi ä K , et par suite la Steinerienne et la surface K ont un 
point de conlact en o. Donc K est langente a la Steinerienne tout 
le long de la courbe qui correspond a l’in tersection de la Hes- 
sienne avec S m *). 

Les points oü cette courbe de contact est rcncontree par un plan quel- 
conque correspondent aux points communs a S m et a une courbe d'ordre 
6^»— 2)*; l'ordre de la courbe de contact est donc 6w(»— 2)*. 

On peut demnnder aussi l’ordre de K. Les poinls oü cette surface 
est rencontree par une droite arbilraire sont les poles d’autant de sur- 
faces d'un faisceau, qui touchent S„; donc (33.) K est de l'ordre 
m{3(fi — 2)’+(m — l) l +2(ii— 2)(»« — 1)}. Si m = 1 . l’ordre de K (lieu d’un 
point dont la premiere polaire est langente a un plan donnc) est 3(« — 
ainsi qu’on l’a deja trouve (15.). 

58. Nous avons vu (5.) que la quadriquo polaire d’un point parabo- 
lique de la surface fondamentnle est un cone. Reciproqucment, il est evident 
que tout point de la surface fondamentale. dont la quadrique polaire soit un 
cone (n'avant pas son soimnet nu pole, auquel cas on uurait un point double), 
est un point parabolique. Par consequent, le lieu des points parabo- 
liques est la courbe gauche d’ordre 4i»(n — 2), intersection de la 
surface fondamentale avec ln Hessienne. Naturellement, cette courbe 

*) Cc mfuie raisonucment prouve nu.»*i que la ddveloppable polaire d’une droito 
touche la Steinerienne aux point« correapomlants aux interaections de la lleaaienne 
avec cette droite. (lüt de infine pour une ligne quelconque.) 
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purtage In surface F, en deux regious, dont I'une conlient les points byper- 
boliques (a indicalricc liyperbelique) et l'autro les points elliptiques (a indi- 
catrice elliptique). C’est-a-dire que Io plan tangent, en un point de la sur- 
face F„, coupe celle-ci dans une courbe pour laquelle le point de contact 
est un nieud ou un point isole, suivnnt que ce point appartient a la premiere 
ou ii la deuxieme region. 

59 Un plan tangent de F. est slationnaire si le point de contact 
est parabolique. Or, la premiere polaire d’un point quelconque de l'espaco 
renconlre ln courbe parabolique en in n — 1)(m — 2); ce nombre exprime donc, 
combien de plnns stationnaires passen! par ce point arhitraire: ainsi qu’on l'a 
deja Irouve ailleurs (S.). 

HO, Supposons que la surface fondamentnle F, contienne une droite 
A. Un plan mene arbitrairemenl par A coupe F, dans une courbe d’ordre 
»— 1; et une surface d'ordre « — 1, inenee aussi arbitrairement par cette courbe, 
rencontrern de nouveau F, dans une courbe gauche C d'ordre (»— 1)', 
qu’on peul prendre comme base d’un faisceau d'ordre w— 1. Une surface 
quelconque 8 de ce faisceau coupe F„ dans une courbe plane d'ordre n— 1, 
dont le plan E passe par la droite A (car cette dernicre courbe doit contenir 
les » — 1 intersections de S avec .-1). Ainsi, la surface F, peut ötre engendree 
a I aido de deux faisceaux projectifs, Tun de plans E par A, l’autre de sur- 
fnces S par C. 

Tout plan E est langen! a F, en h — 1 points: c’est-ä-dire aux points 
oii A renconlre la surfuce 8 correspondanle a E; car ces points sont doubles 
pour la seclion de F. par E. On peul demander le nombre des plans E 
qui touchent F, liors de la droite A. Un plan E mene arbitrairemenl par 
A touche 3 n — 2)' surfaces S' (car celles-ci formen! un faisceau), auxquelles 
correspondenl autant de plans E'. Reciproquement, la surfuce S‘ correspon- 
danle a uu plan arhitraire E’ est de la classe l)i« — 2) 1 , et par suite eile 
est louchee par autant de plans E. 11 y uura donc 3(n — 2) , + (»— 1)(* — 2/ 
coiueidences de E avec E', c’csl-a-dire qu’il y aura — 2? plans 

E dont chacun coupera F„ suivant une courbe (d’ordre »— 1) 
douee de point double. 

Dans le faisceau des surfaces S il y en a 2 « — 2 qui touchent A; 
les points de contact sont les points doubles de l'involution d’ordre n —1 
formee sur „4 par les surfaces S, ou. ce qui est la meine chose, par les courbes 
d'ordre «—1 cominuncs a F, et aux plnns E. Ces 2 m — 2) points sont les 
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seuls points paraboliques qui se trouvent sur A; car si 1111 poinl de A esl 
parabolique, le plan E langen! a F. en ce poinl doil coupcr celle surlace 
suivant une courbe (d’ordre (»—!)) louchee en ee poinl par A. Mais d'nn 
aulre cöte, la Hessieune elanl de l'ordre 4,»— 2}, ces 2 « — 2} points doivent 
representer les 4;»— 2) interseclions de celle surface avec la droite A; 
donc 

Tonte droile situee sur la surface fondamenlale esl lan- 
gente en 2(i»— 2) points ä la surface ilessienne, el par suite ü la 
courbe parabolique. 

61. Cberchons l'ordre du lieu des paires de droitcs oscula- 
trices a la surface fundamentale, nux points de l'interseclion de 
celle-ci avec une aulre surface S m d'ordre m. Souvenons-nous que 
les droites osculalriccs en un poinl de F, formen! l'interseclion du plan polaire 
el de la quadrique polaire de ce poinl (5.). Soil douc G une droile arbi- 
traire; x un poinl quelconque de celle droile. Si une quadrique polaire passe 
par x, le lieu du pole esl la deuxieme polaire de x qui coupera la courbe 
(w kJ en mn^n — 2) points; el les plans polaires de ces points renconlreront U 
en mn(»— 2) points x’. Reciproquement, les plans polaires qui passenl par 
un point quelconque x de G ont leurs poles dans la premiere polaire de x', 
qui Iraversera la courbo (ma) en muin -1) points, donl les quadriques polaires 
donnent 2iwn;«— 1) points x sur G. II y aura donc, sur G, mn{n— 2)+2dmi(»— 1) 
coincidences de x avec x, c"esl-a-dire que le lieu deinande ost une 
surface de l’ordre — 4j. 

Pour celle surface (gauche , en general) la courbe (mn) est double, 
car chacun de ses points est l'inlerseclion de deux genernlrices reclilignes. 
Si im = 1 , le lieu en question coupe le plan S suivant la section de F. par 
S et les 3*(n— 2) langenles slalionnaires de celle courbe plane. 

Si w = 4(n — 2), l'ordre du lieu devienl 4«(» — 2j(3*~4); mais, si 
S m est la Hessieune, il faul prendre la moitie seulement de ce uombre, parce 
que la courbe (mn) esl, dans ce cas, la courbe parabolique (58.), el par 
consequent, en cliacun de ses points les deux droites osculalrices sonl coin- 
cidentes. 

Dans ce mt'me cas, le lieu esl une surface developpahle, car le plan 
tangent a F. en un point parabolique esl slationnaire (c esl - n-dire qu'il doit etre 
regarde comme un plan bitangenl, donl les deux points de conlact sonl infmiment 
voisins), et deux plans stationnaircs consecutifs passenl par la droite oscu- 
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lntrice*): d’oii il snil que le lieu des droiles osculatrices, le long de 
ln courbe pnrabolique, colncide nvec In surface envoloppee par 
les plana stntionnnires**), donl nous avons deju determine la classe (8.). 

62. On demnnde ä connnilre ln developpable circonscrile n ln 
surface fondnmentale suivnni In courbe d’ordre u , interseclion 
de celle-ci avec uu plan dünne E. 

Ln premiere polaire d’un point arbilraire x de l’espnce renconlre la 
courbe («' en »(»—I' poinls; la classe de In developpable est donc 
M f M — 1). 

Si deux de ces « «— 1) poinls coincident, le point x appnrticndra a la 
developpable: cornbien de poinls de cette espece y a-t-il dans une droite arbilraire 
G f Les premieres polaires des poinls de G formen! un faisceau et pur suite 
coupent le plan E suivnni un fnisceau d'ordre n — I. dans lequel il y a 
*;3 h — 5) courbes***) qui louclieul ln courbe. (n), celle-ci elant supposee 
sans poinls multiples. Si celle courbe a d poinls douldcs et k rebroussemenls 
(c'est- a-dire, si le plan E ad 1 conlncls ordinnires et k contacts stationnaires 
avec F„), le nombre precedent deviendra *(3» — 5) — (2t) + 3fr). Ce nombre 
exprime donc l'ordre de nolre developpable. 

Si, parmi les «(« — 1) interseclions de la premiere polaire de x avec 
la courbe («), il y a trois poinls coincidenls, le point x apparliendrn a la 
courbe cuspidale de la developpable; et si, au conlrnire, la premiere polaire 
de x n deux contacts avec In courbe («), x sera un point de In courbe double 
de la developpable. On peul donc demnnder cornbien de points x de cette espece 
sont contenus dans un pinn quelconque. Les premieres polaires des points de ce 
plan coupent Fsuivnnt un reseau d’ordre n— 1, dans lequel il y a 6»(»— 2)— (6J-f8£) 
courbes osculnlriccs n la courbe (»), et i{»(3u-5)-(2<f i3*)} 2 -«;ll»-21)+10<f+ 1 i , Är 
courbes qui touchenl la mdine courbe en deux poinls dislincts. Ces nombres 
exprimenl donc l’ordre de la courbe cuspidale et l’ordre de ln 
courbe nodale de la developpable dont il s’agit. 

63. Quel esl le lieu d’un poinl tel que sn quadrique polaire 

*) [Teorui geomelriea delle superfirie, 81.) 

**) (Jette developpable eit circonitcrite i\ la Steincrienne suivant la 
courbe d'ordre t5nfn— 2)’ qui correapond (57.) t\ la courbe parnbolique. 
Eu effet, si o est un poiut parabolique, le plan (stationnaire) polaire de o touche en 
ce point la surface fundamentale, et au point correspondant. la Steincrienne (54.). 

***) Ce nombre et les autres qui suivent sont cuipruntd* aux traitds georndtriques 
des courbes planes. ] Teoria geomelrica delle curee pinne, 87 et 103.) 
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(par rapporl a F.) passe par les so mm eis d'un tetraedre conjugue a 
une surfaee donnee S de second ordre? Soienl a, b deux points quel- 
coni(ues de l'espace; C la courbc d'ordre » — 2) 1 , interseclinn des dcuxiemes 
polaircs de a et 6, et des lors lieu des poles des quadriques polaires qui 
passenl pur ces points; a. b' les points oii S coupe la droile reeiproque de 
ab par rapport a S. Les quadriques polaires passant par a et b, forinent une 
Serie teile qu'il y en a (»— 2) 1 passant par un troisieme point quelconqite 
donne; donc, il y aura (* — 2) J quadriques de celte menie Serie qui diviseront 
liarnioniquemenl le Segment ab'; c’est-ä-dire que In eourlie C renconlre le 
lieu chcrche en in — 2/ points. Consequenunent ee lieu est une surfaee 
d’ordre (» — 2f: (n — 2)’ = *— 2. 

Toul point commun ä ce lieu et ä la Hessienne est des lors le pole 
d’un cone (quadrique) polaire circonscril u un triedre conjugue a S. Donc 
(57.) le lieu des sommets des cones (quadriques) polaires circonscrits 
u des triedres conjugues a la quadrique donnee est une courbe 
gauche d’ordre 6(n — 2) 1 . 

64. Qucl est le lieu d'un point tel que sa quadrique polaire 
soit inscrile dans un tetraedre conjugue a une surfaee donnee S 
de second ordre? Soient A, li deux plnns quelconqucs; C la courbe d’ordre 
9 in — 2) J , intersection des surfaces polaires (pures) des plans A, H, et des 
lors lieu des poles des quadriques polaires qui touchent chacun de ces plans; 
A', B' les plans tangents de S menes par In droile qui est reeiproque de la 
droite AB par rapport a S. Les quadriques polaires iangentes ä A et ä B 
forment une Serie teile qu'il y en a 27(n — 2f Iangentes a un troisieme plan 
quclconque; donc il y en a aussi 27(n — 2) J teile» qui seront conjuguecs aux 
plans A\ B'. Ainsi la courbe C conlicnl 27 f» — 2) J points du lieu demande; 
donc cc lieu est une surfaee de l’ordre 27 (» — 2) J :9 ’n — 2)' = 3(n— 2). 

Si le tetraedre conjugue a S a un sommcl j? sur S, la face opposee 
scra le plan langent a cette surfaee en x, et. des trois aulrcs faces. une coln- 
cidera avec ce mdme plan tangent. et les deux restantes seront deux plans 
quelconqucs menes par deux langenles conjugnees de S en x. Un tel te- 
traedre peut donc etre regarde comrae elanl circonscril a un cone quadrique 
quclconque de somnict x. Par consequenl, si x est un point commun a S et 
a la Hessienne. le pole du cone polaire de sommet x appartiendra au lieu 
dont il s’agit; c’est-n-dirc que ce lieu coupe la Hessienne suivant la 
courbe correspondante ii I’ in lersection de la Stcinerienne avec S. 
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Si S est le Systeme de deux plnns, le licu considere devient evi- 
demment la surface polaire mixte de ces plans ,45.). 

65. Cherchons le lieu d'un point tel que sa quadrique po- 
laire, par rapport ä la surface fondamentale F m , passe par les 
sommets d’un tetraedre conjugue n In quadrique polaire du mdme 
point, par rapport a la Hessienne. Seit G une droite arbilraire; x un 
point de G. Le lieu des poles des quadriques polaires relatives a F„, cir- 
conscriles a des tetraedres conjugues a la quadrique polaire du point x par 
rapport a la Hessienne, coupe la droite G en n — 2 points x“ (63.). Reci- 
proquement, si une quadrique polaire relative a la Hessienne doit etre conjuguee 
ä un tetraedre inscrit ä la quadrique polaire d’un point x', par rapport a F. 
(c'est-a-dire, si la premiere quadrique doit dtre inscrile a un tetraedre con- 
jugue a l’aulre), le lieu sera (64.) une surface d'ordre 3[4(n — 2) — 2], qui 
coupera G en autant de points x. Cette droite contient donc n— 2+12(»— 2)— 6 
cotncidences de x avec x' ; en d’autres termes, le lieu demande est une sur- 
face d’ordre 13»— 32. 

Considerant les points communs a cette surface et a la Hessienne, 
nous pouvons ajouter que le lieu d'un point (sur la Hessienne) dont le cone 
polaire est circonscrit a un triedre conjugue a la quadrique polaire du 
oiöme point, par rapport a la Hessienne, est une courbe gaucbe de l’ordre 
4(w — 2)(13» — 32). 

66. Pareillement, on trouve que le lieu d’un point tel que sa 
quadrique polaire par rapport a F. soit inscrite ä un tetraedre 
conjugue ä la quadrique polaire du mäme point par rapport a la 
Hessienne, est une surface Tde l’ordre 4(n— 2)— 2+3(»— 2) = 7 h— 16. 

Cette surface coupera la Hessienne suivant une courbe, chaque point 
de laquelle sera le pole (relativement a F.) d’un cone quadrique ayant son 
sommet sur la quadrique polaire du m£me point par rapport ä la Hessienne. 
Donc, le lieu d'un point (sur la Hessienne) dont la quadrique 
polaire par rapport a la Hessienne, passe par le point cor- 
respondant de la Steinerienne, est une courbe gaucbe d’ordre 
4(n— 2)(7»— 16), situee dans la surface T. Cette courbe passe deux fois 
par les 10 (h — 2) j points doubles de la Hessienne, car chacun de ces points 
a un nombre infini de points correspondants sur une droite (56.) qui coupera 
deux fois la quadrique polaire de ce point, relative a la Hessienne. 

Quel est le lieu d’un point, le plan polaire duquel par rap- 
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port ä la Hessienne egt tangent a la quadrique polaire du mdme 
point relativem ent ä F,? Soit G une droite arbilraire; x un point de G ; 
X le plan polaire de x par rapport a la Hessienne. Les qoadriques polaires 
relatives a F., qui touchent le plan X, ont leurs poles dans la surface po- 
laire (pure) de ce plan (47.), qui coupera G en 3(» — 2) points x’. Reci- 
proquemenl, si une surface polaire doit passer par x', le plan correspondant 
sera tangent ä la quadrique polaire de x' ; or, les poles (relatifs a la Hessienne) 
des plans tangents d’une surface quadrique, se trouvent sur une surface ( 1 Ö.) 
d'ordre 2(4(n — 2) — 1), qui coupera G eu aulant de points x ; donc G con- 
tiendra 3(n — 2) + 8(»— 2) — 2 coincidences de x avec x', et par suite le lieu 
demande est une surface 0 d'ordre lln — 24. 

Un point x de la surface T (66.) est le sommet d’un lelraedre cir- 
conscrit u la quadrique polaire (de x) par rapport a F. et conjugue u la 
quadrique polaire (du mdme point) relative a la Hessienne, pourvu que ce 
point x soit situe sur la polaire reciproque de la premiere quadrique par 
rapport a l'autre; auquel cas le plan polaire de x par rapport a la Hessienne 
est tangent a la quadrique polaire du mdme point par rapport a F m ; c’est-ä- 
dire que, dans cette hypothese, x est aussi un point de 0. Donc le lieu 
d'un point qui soit un sommet d'un ietraedre circonscril et con- 
jugue resp. aux quadriques polaires du mdme point par rapporta F. 
et ä la Hessienne, est une courbe gauchc d'ordre (11a— 24)(7«— 16), 
intersection des surfaces 0 et T. 

68. Quel est le lieu d’un point lei que son plan polaire par 
rapport ä la Hessienne soit conjugue ä un plan donne E, par rap- 
port a la quadrique polaire du mdme point relative a F,P Si x 
est un point d’une droite G, et X le plan polaire de x par rapport a la 
Hessienne; le lieu des poles des quadriques polaires (relatives a f'„), pour 
lesquelles E et X sont deux plans conjugues (47.), coupera G en 3(«— 2) points 
x'. Reciproquetnent, si y est le pole du plan E par rapport a la quadrique po- 
laire d’un point x’, relative a la surface fondamenlale, la premiere polaire 
de y par rapport ä la Hessienne coupera G en 4(»— 2) — 1 points x. La 
droite G contiendra donc 3(» — 2) + 4(* — 2)— 1 coincidences de x avec x', 
c’est-a-dire que le lieu cherche est une surface d'ordre 7* — 15. 

Si x est un point de la Hessienne, dont le cone polaire ait sou 
sommet sur le plan donne, ou sur le plan polaire de x par rapport a la 
Hessienne, ce point x appartiendra au lieu car, comme le plan passant 
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psr le sommet a an nombre infini de poles (sar la droite polaire da plan, 
relative au cone), il est conjugue a lout aulre plan quelconque. Le premier 
cas a lieu pour les poles des cones polaires, dont les soinmets appartiennent 
a la courbe d'intersection de la Steinerienne avec le plan E; donc, le lieu 
2 K passe par la courbe gauche d’ordre 6(b — 2 f qui correspond 
a la section plane E de la Steinerienne*). 

On verifie la seconde hypothese, si le plan tangent en x a la Hessienne 
passe par le sommet x du cone polaire; auquel cas le point x appartient aussi 
evidemment ä la surface & (67.). Donc le lieu S E , quel que soit le plan E, 
passe par la courbe commune a 0 et ä la Hessienne **). Ceite courbe est 
de l’ordre 4(*— 2) (7« — 15)— 6(» — 2) 1 = 2(n — 2(11»— 24), nombre qui est 
la moilie du produit des ordres de 6 et de la Hessienne; donc, ces deux 
surfaces se touchent (partout oii alles se rencontrent) suivant 
une courbe gauche d'ordre 2(» — 2)(11» — 24), lieu d'un point dont 
le plan polaire par rapport a la Hessienne passe par le point 
correspondant de la Steinerienne. 

Toutes ces surfaces 2 d'ordre 7n — 15, passant par une mdme courbe 
gauche d'ordre 2(»— 2 ) (1 Im — 24), formen! un Systeme lineaire. En effet, 
si a, b, c sont trois points donnes arbitrairement dans l'espace; A, B, C 
les plans polaires de a, b, c par rapport ä la Hessienne; et a', b', c les 
poles des plans A, B, C, par rapport aux quadriques polaires de a, b, c re- 
latives ä F,, le plan E — o'b'c' determinera la surface (unique) 2 qui passe 
par a, b, c. 

69. On demande le lieu d’un point tel que la droite com- 
mune ä un plan donne £ et auplan polaire dece pointpar rapport 
ä la Hessienne soit tangente a la quadrique polaire du meine 
point par rapport ä la surface fondamentale. Pour resoudre cette 
question, prenons un point x sur une droite quelconque G; le plan polaire 
de x relatif a la Hessienne coupera E suivant une certaine droite,- et le 



*) Le lieu Sg et la surface polaire (pure) du plan E ae coupent suivant une 
autre courbe gauche d’ordre 3(n— 2)(5»— 1 1), qui eat Evidcmment le lieu d’un point 
tel que sa quadrique polaire par rapport & F. touche le plan E, et que le plan polaire 
du m£me point par rapport ä la Hessienne passe par le point de contact. 

**) Tout point cominun ik 0 et h la Hessienne appartient aussi & 2, car si 
le plan polaire relatif i la Hessienne doit toueber le cone polaire, il passera par le 
sommet de ceiui-ci. Dans le cas de n = 3, la courbe commune & & et i la Hessienne 
est la courbe correspondante & la courbe parabolique. 

6 * 
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lieu des poles des quadriques polaircs, relatives a F„ qui sont langenles a 
celte droite, coupera G en 2(n — 2) points x' (48.). Reciproquement, la qua- 
driqnc poiaire (par rapport a F, ) d un point x est coupee par ie plan E 
suivanl unc conique. qui a 2(4«— 9) tangentes eommunes avec la section 
faite par ce mdme plan dans l’enveloppe (de classe 4(* — 2) — 1 ...(14.)) des 
plans polaires des points de G, par rapport a la Hessienne. Le lieu demande 
est donc une surfacc Äs d’ordre 2 (» — 2) + 2(4n — 9) = 2(5« — 1 1). 

La surface ß et la surface Z B , relative au plan donne E (68.), ayant 
en commun une courbe d'ordre 2,« — 2)(11» — 24), se conperont suivant une 
aulre courbe gauche d'ordre 

(7n — 15)(11n — 24) — 2(n— 2)(lln — 24) = (5«-l l)(ll«-24). 

Cliaque point x de celte courbe sera tel que son plan poiaire par rapport 
a la Hessienne touchera la quadrique poiaire du mdme point par rapport a F, 
(67.), et que le plan susdit sera conjugue a E par rapport a la mdme quadrique 
t,68.); donc, E passe par le point oii le plan poiaire touche la quadrique, et 
des lors l'intersection de E par le plan poiaire est une droite tangente a la 
quadrique. 11 en suit que x sera un point du lieu Z . Le mdme raisonnement 
prouve que tout point de la courbe d’ordre 3(«— 2)(5«— 11), commune a la 
surface poiaire (purej du plan E et au lieu Z K , appartient aussi a Z E . Donc, 
celte surface Z K coupe Z K suivant une courbe d'ordre (&«— 1 1)(1 ln — 24) 
situee sur ß, et suivant one autre courbe d'ordre 3^a — 2)(5n — 11) situee 
sur la surface poiaire (pure) du plan E. 

Or, on voit sans peine que, d'apres les definitions de ces lieux, tout 
point commun a Z K et ä Q, et tout point commun ä Z R et a la surface po- 
iaire de E, appartienncnt necessairement * donc la surface Z B est 
touchee par la surface ß suivant la courbe gauche d'ordre 
(5n — 11)(11« — 24), et par la surface poiaire pure du plan E sui- 
vant la courbe gauche d’ordre 3(n— 2)(5n — 11); et ces courbes de 
contact sont placees ensemble sur la surface Äj,*). 

70. On demande le lieu d'un point tel que son plan poluire 
pnr rapport ä la Hessienne coupe la quadrique poiaire du mdme 
point, relative ä P m , et deux plans donnes E, E', suivant une co- 



*) II rdaulie de 1& que l'ensemblu de la Hessienne, de Zg et d’une surlace 
ai bitraire 0 d'ordre 4« — 9 peut £tre eogeudrd au moyen de deux faiscraux pro- 
ieetif» (B, Zg<I>, ...) d’ordre lln— 24 et (£g, Sg0, ...) d'ordre ln — 15: ob Sg dlsigne 
la surface poiaire pure du plan £. 
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nique et deux droitcs conjuguees ä celle-ci. Soit x un point d'uue 
droite arbilraire G; X le plan polaire de x par rapport a la Hessienne; le 
lieu des poles des quadriques polaires (relatives a F.) qui coupent ce plan E suivant 
des coniques conjuguees aux droites XE, XE‘, est la surface polaire mixte de 
ces droites (48.), qui coupera G en 2(n — 2) points x. Reciproquemenl, seit 
Q la quadrique polaire d'un point x' par rapport ä £„; on sait que les plans 
qui coupent la quadrique Q et les plans donnes E, E' suivant une conique 
ct deux droites conjuguees, enveloppent une autre surface quadrique. Celtu 
surface et l'enveloppe des plons polaires des points de G, par rapport a lu 
Hessienne, ont 2(4(» — 2) — 1) plans tangents communs, auxquels correspou- 
dront autant de poles x sur G. Le lieu demande est donc une surface 
Tm. d’ordre 2(n-2)i-2(4»-9) = 2(5»-ll). 

Tout point x commun a 0 et au lieu (69.) est tel que son plau 
polaire par rapport ä la Hessienne coupe la quadrique polaire de x relative 
a F, et le plan E suivant trois droites passant par un seul et möme point. 
La derniere de ces droites a un nombre infini de poles (en ligne droite) 
par rapport ä la conique formen par les deux premieres droites, d'oü il suit 
que, relalivement a cette conique, la derniere droite est conjuguee a (oute 
droite tracee dans le dit plan polaire de x; donc x est aussi un point du lieu 
Z KB ,. C'est-a-dire que ce lieu passe par les deux courbes gauches 
d'ordre (5n— 11j(lln — 24), suivant lesquelles la surface ß est 
touchee par les lieux S K et 

71. On demande le lieu d'un point tel que ses plans polaires par 
rapport ä F. et a la Hessienne, et sa quadrique polaire par rapport 
ä F, aient un point commun sur un plan donne E. Soit x un point 
d'une droite arbilraire G; la droite commune aux plans polaires de x ren- 
contre £ en un point y, et les quadriques polaires relatives a F. qui passent 
par y ont leurs poles sur la deuxieme polaire de ce point, Inquelle coupera 
G en » — 2 points x. Reeiproquement, la quadrique polaire d'un point x’ 
ipar rapport a F.) coupera le plan E suivant une cerlaine conique S. Or, 
il y a sur G 10(n — 2) points x, dont chacuu a la propriele que ses plans 
polaires, relalifs a F, et a la Hessienne, se rencontrent sur ß # ); donc, le 
lieu demande est une surface d'ordre ll(n — 2). 



*) Par un point quelconqne i d'une droite H on peut raener deux premieres po- 
iairea relative« & F m , iea polea dcaquellea aont lea ioteraeetiona de it avec le ])Un 
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Quel que soit ie plan E, cette surfaee passe par les 2 (•— 2) poinls 
a oü la Hessienne est touchee par une droite a situee dans la surfaee fon- 
damentale (60.); car les plane polaires et la quadrique polaire de a passenl 
ensemble par la droite a et des lors ont un point commun avec tout plan donne 



Chapltre cinquleme. 

Application des proprietes generales ä une surfaee fondamentale 

du troisieme ordre. 

72. La surfaee fondamentale sera desormais une snrface F s du troisieme 
ordre, tout a fait generale, c'est-ä-dire sans poinls et lignes multiples. Les 
theoremes demontres precedemment contiennent deja un grand nombre de 
propridles des surfaces cubiques; mais nous ne nous nrrölerons pas ä donner 
les enonces particuliers. Nous nous proposons seulement de developper ce 
qu’il y a de special et de caracteristique a la surfaee du troisieme ordre. 

La premiere polaire etant, dans le cas actuel, la quadrique polaire, la 
surfaee Hessienne et la Steinerienne coincident en une seule et 
meme surfaee du quatrieme ordre et de la seisieme classe (52., 54.). 
Les points de cette surfaee se correspondent deux a deux; o et o' 
etant deux points correspondants, chacun d'eux est le sommet 
d’un cone quadrique polaire dont l'autre est le pole; et en 
chacun de ces points la Hessienne a pour plan tangent le plan 
polaire de l’autre. Ces mdmes points sont conjugues par rapport ä toutes 
les quadriques polaires (37.). 

73. La deuxieme polaire mixte de deux points a, b devient un plan, 
lieu d'un tel point, que par rapport a sa quadrique polaire les points a, b 
sont conjugues (49.). Si l’on se donne un des points a, b, et leur plan 

polaire de i; et lea prcraiüre« polaires de ces polet, par rapport k la Hessienne, 
couperont R en 2(4n— 9) points i’. Rdciproquement, par un point i' on peut faire passer 
deux preniii'res polaires relatives & la Hessienne, dont les poles sollt les intersections 
de j? avec le plan polaire de i' (relatif ä la Hessienne). Les premibres polaires de 
ces poles, par rapport ä F, , couperont R en 2(« — 1) points i. Donc il y aurt, sur 
ft, 2(4n — 9) -f-2(n — 1) = 10(« — 2) coincidences de t avec i', q. d. e. 
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polaire mixte, on trouve l'autre point de la maniere suivante: les quadriques po- 
laires des points du plan donne forment un rcseau, et Ies plana polaires de a par 
rapporl a ces surfnccs passent par un mCme point b, qui sera le point cherche. 

Si a est fixe, et qne le plan polaire mixte lourne autour d'une droite 
donnee G, le point b decrira nne droite ff, intersection des pluns polaires 
de a par rapporl aux quadriques polaires des points de G. Or, G' coupe la 
Hessienne en quatre points, donc les plans polaires d’nn point donne 
a par rapport aux cones polaires enveloppent une surface de la 
quatrieme classe. Si a est un point de la Hessienne, le plan polaire 
mixte passe toujours par a' (sommet du cone polaire de a); donc, dans ce 
cas, les plans polaires de a par rapport aux cones polaires enveloppent un 
cone de la quatrieme classe. 

Si a est donne arbitrairement dans l'espaco, et b est variable dans 
un plan fixe E, le plan polaire mixte passe toujours par un point fixe e: le 
pole de E par rapport ä la quadrique polaire do a. Donc, si b decrit la 
courbe d’intersection de la Hessienne avec le plan E, le plan polaire mixte 
enveioppe un cone de sommet e, de la quatrieme classe (circooscrit a la sur- 
face qu'on obtient lorsque b parcourl la Hessienne); c’est-a-dire que les 
plans polaires d’un point fixe, par rapport ä tous les cones po- 
laires donl les sommets sont dans un mdme plan, enveloppent 
un cone de la quatrieme classe. 

74. Ce que nous avons nomrae en general surface polaire mixte de 
deox droites G, ff devient une quadrique (un hyperboloide); et puisque, 
dans le cas acluel, la courbe polaire d'une droite par rapport a une premiere 
polaire (3.) devient la droite reciproque de la droite donnee par rapport a une 
surface quadrique; il s'ensuit que l’hyperboloide polaire des deux 
droites G, ff est le lieu des droites reciproques de chacune de 
ces droites par rapport aux quadriques polaires des points de 
l’autre, ou bien le lieu d’un point tel que la reciproque de l’une des droites 
donnees par rapport a la quadrique polaire de ce point, rencontre l’autre 
droite donnee. 

Si i est un point variable en G, et a, b deux points fixes sur ff, l’hy- 
perbololde polaire est engendre (48.) par deux faisceaux projeclifs, dans 
lesquels le plan polaire mixte de a, t correspond au plan polaire mixte de 
6, «. Or, les points a, b peuvent dlre remplaces par deux autres points quel- 
conques de G' ; l’hyperboioide polaire de deux droites est donc 
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aussi l’cnveloppc da plan polaire mixte de deux points variables 
sur les droiles dounees, resp. 

75. Si G, (t cotncident, nous aurons la surface polaire pure d’une 
droite G, qui sera un conc du second ordre (14., 48.}, dont le sommet 
est le pole de la quadrique polaire qui passe per G, et dont les generatrices 
sont les droiles reciproques de G par rapport aux quadriques polaires des points 
de G. Ce cone est l'enveloppe des plans polaires des points de G, 
et par consequent il est aussi le lieu des poles des quadriques polaires tan- 
gentes ä G. Nous donnerons ä cette surface le nom de cone polaire de la droite G, 
qu’il ne faut pas confondre avec le cone polairo d un point de la Hessienne. 

76. La surface polaire mixte de deux plans E, E' est du 
troisieme ordre (47. j; eile est le lieu des poles d’un plan par rap- 
port aux quadriques polaires des points de l’autre plan, ou bien 
(ce qui revient au mörae) le lieu du pole d'une quadrique polaire, 
par rapport a laquelle les plans E, E’ sont conjugues. 

Le lieu des poles d’un plan E par rapport aux quadriques 
polaires des points d'une droite G (30.) est une cubique (courbe 
du troisieme ordre) gauche, qui se trouve sur l’hyperbololde polaire de G 
et d’une autre droite situee dans E, et aussi sur la surface polaire mixte 
de E et d’un autre plan passant par G (51.). D’oii il suit que l’hyperbololde 
polaire de deux droites G , G', si G est fixe et G' variable dans un plan E, 
engendre un r£seau de surfaces passant par une cubique gauche fixe. 

77. Si les plans E, E' colncident, on a la surface polaire pure 
d’un plan E, qui sera l’enveloppe des cones polaires des droites situees 
dans le plan donnd (48.), et aussi le lieu des poles du plan par rapport aux 
quadriques polaires des points de ce möme plan (47.). Cette deuxieme defi- 
nition revient a dire que cetle surface est le lieu d’un point dont la quadrique 
polaire est tangente au plan donne; donc (15., 51.) la möme surface se con- 
fond avec l'enveloppe des plans polaires des points du plan donne. 
Elle est du troisieme ordre, de la quatrieme classe, et a quatre points doubles, 
situes dans les cones polaires et dans les hyperbololdes polaires de toutes les 
droites du plan donne*). 

*) Si un point est & distnnce infinie, son plan polaire est un plan diametral de 
la surface fondarnentale. L’enveloppe des plans diamdtraux est donc la sur- 
face polaire pure du plan ll l’infini. Cette surface est inscrite dans la ddve- 
loppable circonscrite & F, suivant la section & l’infim (15.). 
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Soit a un point de cette surface; la quadrique polaire de a etant 
langeilte au plan E, coupera ce plan suivant deux droiles croisees au point 
de contact a. Les plans polaires des points de ces droiles doivcnt passer 
par et toucher ailleurs ln surface; un point quelconque de cette sur- 
face est donc le sonimet de deux cones quadriques circonscrits 
ä la surface (ils sont les cones polaires de deux droiles croisees en a). Le 

plan polaire de a est langent ä la surface en a. 

Si u est l'un des points doubles de la surface, les deux cones lan- 

gents doivenl coincider; et par suite la quadrique polaire de a coupera E 

suivant deux droites colncidentes. Parnii les quadriques polaires lan- 
gentes a un plan E il y a donc quatre cones; leurs poles (qui appar- 
tiendront aussi a la Hessienne) sont les points doubles de la surface 
polaire pure du plan. 

Cette surface est la reciproque de la surface Romaine de Stkinkr *). 

78. Si un plan E est fixe et qu’un autre plan E' soit mobile aulour 
dune droite G, la surface polaire mixte des plans E, E 1 engendre un faisceau ; 
en elfet, si cette surface doit passer par un point donne x, le plan E' passera 
par le pole de E relatif ä la prämiere polaire de x. La base du faisceau 
est composee d’une courbe gauche du sixieme ordre (lieu des points doubles 
des quadriques polaires des points du plan fixe) et d’une cubique gaucbe (lieu 
des poles du plan fixe par rapport aux quadriques polaires des points de la 
droite donnee) (47., 76.). 

La surface polaire mixte des deux plans E, E' et leurs surfaces po- 
laires pures sont touchees ensemble (51.) par le cone polaire de la droite 
EE' en quatre points de la Hessienne ( correspondants aux intersections de 
cette surface avec la droite EE'), et passent par les dix points doubles de la 
Hessienne (47.). Ces points etant Äquivalents ä 4.4 + 10 intersections, les 
trois surfaces nommees, qui sont du troisieme ordre, auront un autre et 
seul point commun: c’est le pole de la quadrique polaire qui passe par la 
droite EE'. 



*) [Voir le« Monatsberichte de la r. Acad. de Berlin (juillct et novembre 1863), 
et le tonte LX11I de ce journal, p. 313.] 
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C'lmpltre alitrmc. 

Proprietes de la surface llessienne d’une surface fondamentale 
du troisicme ordre. 

79. Les plans polaires qui passen! par un point donne p ont leurs 
poles sur la quadrique polaire de p. Si ces plans doivent toueher la Hcs- 
sienne, les poles seront distribues sur la courbe du huitieme ordre, intersection 
de la llessienne avec la polaire quadrique de p (72.). Les points de contact 
formen! une courbe du douzieme ordre, intersection de la Hessienne avec la 
premiere polaire de p pur rapport a la Hessienne. Ces deux courbes du 
huitieme et du douzieme ordre sont donc correspondantes (57.). 

BO. Considerons les droites qui passent par p et qui touchent la 
llessienne. Aux droites qui passent par p correspond un reseau *) de courbes 
gaucbes du quatriemc ordre (3.) situees sur une surface S du second ordre (la 
quadrique polaire de p). Cbacune de ces courbes gauches resulte de rinlersection 
de S par une autre quadrique polaire, et par suite (79.) les points doubles de 
ces courbes (points de contact entre S et les autres quadriques polaires) 
seront situes dans la courbe C du huitieme ordre, intersection de la lles- 
sienno avec S. Aux courbes du reseau, qui formen! un faisceau, correspon- 
dent des droites par p, situees dans un plan; or, dans ce faisceau il y a 
douze courbes avec point double**); c’est-a-dire que les droites par p, 
auxquelles correspondent des courbes gauches du quatrieme 
ordre avec point double, forment an cone 2 du douzieme ordre. 
A un point quelconque o de la courbe C correspond une generatrice de 2, 
qui Joint p au point o' qui, dans la Hessienne, correspond ä o. Le lieu des 
points o' est donc une courbe C du douzieme ordre (79.). Le plan polaire 
de o passe par p et touche la Hessienne (72.) en o', et, par suite, il con- 
tient la droite tangenle a C en o ; donc, ce plan est tangent au cone 2 sui- 
vant la droite po'. C’est-ä-dire quo le cone 2 est circonscrit ü la Hes- 
sienne suivant la courbe C. 

La quadrique polaire d'un point quelconque coupe C en seize points: 
de la resulte que (et par suite la Hessienne) est de la seizieme classe (54). 

*) Un tcl rdsoau rdsulte des interscctions de S avec un rdscnu d'autres surfacea 
quadriques polaires. 

**) Car, dans un faisceau de quadriques, il y a douze surfaces taugeutes <\ 5 (33). 
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Si I'on considere une droite G passant par p, comrae intcrscction de 
deux plans tangents du cone chacun de ces plans aura un pole sur C, 
et la courbe gauche (du reseau sur S) qui passe par ces deux poles sera la 
correspondante de G. Si les deux poles colncident, la courbe gauche devient 
iangente a C; doü il suit qu’aux droiles Iracees sur le cone 2 et dans ses 
plans slationnaires, correspondent des courbes gaucbes (du reseau sur S) tan- 
genles a C. 

81. Les points oü la Ilessienne est osculee par des droites issues de 
p, sont les inlersections de cette surface avec la prämiere et la deuxieme 
polaire de p, par rapport a la möme surface. Ainsi, parmi les courbes gaucbes 
du reseau en S il y a en a 4.3.2 = 24 qui ont un poinl de rebroussement. 

Ainsi le cone 2 est du 12' ordre et de la 16' classe, et a 24 gene- 
ratrices slationnaires; il aura donc (a cause des formales de Plücker) 22 ge- 
neralrices doubles. Parmi ces generatrices doubles, dix sont dues aux points 
doubles de la Hessienne et correspondent a des courbes du reseau composees 
de deux coniques (chaque point double a, en eilet, pour quadriqne polaire 
une couple de plans (56.)); les autres douze generatrices doubles correspon- 
dront ä autant de courbes du reseau composees d'une cubique gauche et 
d'une droite. 

Pour demonlrer cette asserlion , considerons le reseau de courbes 
gauches du quatrieme ordre sur la surface quadrique S, et, a cause de brievele, 
nommons generatrices et directric.es les droites des deux System es qui existent 
sur cette surface. Soient L, 31, A’ trois generatrices de S; une courbe quel- 
conque du quatrieme ordre qui soit tracee sur & coupe en deux points cha- 
cune de ces droites; et si trois de ces points (un sur cbaque droite) tombent 
en ligne droite, la courbe se decoinpose en deux parties, une cubique gauche et 
une droite (diroclrice). Si l est un point quelconque de L, la directrice qui 
passe par l coupera M, N en deux points m, n, et la courbe du reseau qui 
passe par m, n rencontrera L en deux points t . Reciproquement, si l' est un 
point quelconque de L, les courbes du reseau qui passent par l forment un 
faisceau et, par suite, determinent sur 31 et N deux involutions (quadraliques) 
projectives. Si une courbe du faisceau coupe 31 en nun 1 et N en nn, le lieu 
des droites analogues a mn, mn' , m'n, mit' est une surface du quatrieme ordre 
(pour laquelle M et N sont des droiles doubles), qui coupera L en quatre 
points i II y aura donc, en L, six colncidences de l avec f, c’est-a-dire 
qu'il y a six courbes du reseau, dont chacune est composee d'une cubique 

7* 
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gauchc et d'une droite directrice. Analoguement, il y aura six autres cour- 
bes composees d’une cubique gauche et d’une generalrice. 

Ainsi, danstin reseau de courbes gauches de quatrieme ordre, 
tracees snr une surface quadrique, il y a: 1°. douze courbes com- 
posees d une cubique gaoche et d'une droite; 2'. dix courbes com- 
posees de deux coniques; 3°. vingt-quatre courbes avec rebrous- 
s e m e n t. 

82. Si p esl un point de la Hessienne, Io cone 2 est du 10' ordre 
et de la 16' classe, nvcc 10 generatrices doubles (dirigees aux points dou- 
bles de la Hessienne) et 18 generatrices stationnaires. C’est-a-dire que 
dans un resenu de courbes gauches du quatrieme ordre tracees 
sur un cone (quadrique polaire de p) il y en a: 1°. dix composees 
de deux coniques; 2". dix-huit avec rebroussement; 3°. six com- 
posees d’une droite et d’une cubique gauche (correspoudantes aux 
six droites qui touchent la Hessienne en p et ailleurs (7.)); 4°. deux avec 
rebroussement au sommet du cone: celles-ci correspondent aux deux 
droites qui osculent ln Hessienne en p. 

83. Si p est un point double de la Hessienne, cette surface est touchee 
en p par un nombre infini de plans, dont l’enveloppe est un cone quadrique; 
la premiere polaire de p aura donc un nombre infini de points doubles en ligne 
droite, c’est-a-dire qu’elle sera ie Systeme de deux plans se coupant suivant une 
droite n, situee dans la Hessienne: ainsi qu’il resulte mt'me de la theorie 
generale (56.). Les points de cette droite seront les poles d’autant de cones 
avec le sommet p; ces cones forment donc un faisceau et passent par quatre 
droites, dont le Systeme represente la courbe polaire de n. Dans ce fai- 
sceau il y a trois systemes de deux plans: ces trois systemes seront les qua- 
driques polaires de trois points speciaux de la droite n, doubles pour la 
Hessienne. Les dix points doubles p sont donc distribucs, trois ä 
trois, sur les dix droites n; et celles-ci passent, trois a trois, 
par les dix points p. 

84. La Hessienne etant en general de la 16' classe, n’a pas d’aulres 
points doubles, outre les dix points p. Et de meme, eile ne contient pas 
d’autres droites, outre les dix droites n. En elfet, les quatre intcrseclions 
d’une droite G avec la Hessienne correspondent aux quatre cones qui passent 
par la courbe (du quatrieme ordre) polaire de G. Si G apparlient entiere- 
ment ä la Hessienne, aux points, en nombre infini, de G correspondra un 
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nombre infini de cones formant un faisceau et, par suite, avant le meme 
sommet. Ce sommet sera un point double pour la Hessienne, car cetlc sur- 

face y serait touchee par les plans polaires de tous les poinis de G. 

Un point double p n’est pas, en general, situe sur sa droite cor- 
respondante n; si cela elait, la premiere polaire de p serait un cone avec 
le sommet p, et par suite ce point serait double pour la surface Ibndamentale. 

85. Soient o, o deux points correspondants de la Hessienne; les cones 

polaires de o, o' auront leurs sommets en o' , o resp. et se perceront entre 
eux suivant une courbe gauche du quatrieme ordre; et les deux. autres cones 
qnadriques passant par rette courbe seront les premieres polaires des points 
m, t> oü la Hessienne est renconlree de nouveau par la droite oo'. Ces 
autres cones auront leurs sommets aux points e' qui correspondent a m, v. 
Les points oo'wV sont donc les sommets du tetraedre conjugue aux quadriques 
passant par la courbe du quatrieme ordre, et par suite les plans o'iiV, ou'v' 
sont les plans polaires de o, o' resp. C’est pourquoi les plaus tangents 
ä la Hessienne en o, o' passeront par la droite uv'. 

Puisque les plans polaires de o, o' passent par u', v', reciproquement 
les cones polaires de v' (dont les sommets sont v, p) passeront par o, o'; 
donc, ils contiennent tout entiere la droite oo'uv et se rencontreront de nou- 
veau suivant une cubique gauche. 

De ce que les cones polaires de e' passent par la droite oo' , il 
s'ensuit que le cone polaire de celte droite aura son sommet (75.) en u' et 
en v', c’est-ä-dire qu'il se reduira ä la droite «V. Donc, les plans po- 
iaires des points de oo' passent tous par la droite uv'. 

Les points oü la droite a'v rencontre la Hessienne sont les poles des 
quatre cones quadriques passant par la courbe du quatrieme ordre qui est la 
polaire de la droite consideree; or, cette courbe se deeomposant en deux 
parties (une droite et une cubique gauche) il n’y a que deux cones quadriques 
passant par ce Systeme; la droite «V est donc tangente a la Hessienne 
en u et v'. 

Ainsi, toute droite joignant deux points correspondants de 
la Hessienne jouit de la propriete que les plans polaires de ses 
points passent par une droite fixe, qui est une tangente double 
de la meme surface. 

86. Si u et v coincident, c’est-a- dire, si la droite oo' est tangente 
ä la Hessienne (en un point u different de o, o'), les plans polaires des 
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poinls de oo' passeront par une raömo droite qui aura un contact du troisierae 
ordre (en «') avec la Hessienne. 

Si u et e coincidenl en un point double p, les poinls u , r deviennent 
indetermines sur la droite correspondanle n (83.) ; or, les cones polaires de tous 
les poinls de cette droile devant passer (85.) par oo', il en suit que oo ost 
l'unc des quatre droites qui forment la courbe polaire de n (83). 

87. Si o est un point parabolique de la surface fondamentale, son 
cone polaire a le somraet au poinl correspondant o', passe par o et est touche 
suivanl oo' par le plan polaire de o (5.), savoir par le plan qui touche la 
Hessienne en o'. Le cone polaire de o' avant son sommet en o, il s’ensuit 
que les cones polaires de ces deux poinls $e couperont suivanl une courbe 
gauche dont o sera un point double. L’un des points <i, r colncide avec o'; 
l'aulre soit e. La droile oo' (= «V) est donc (85.) tangente a la Hessienne 
en o et e'. Les plans qui touchent la surface fondamentale et la Hessienne 
en o se coupent suivant or, c’esl-ä-dire que cette droite ost langenle 
en o a la courbe parabolique (de la surface fondamentale). 

Soit w le point oii la droite or rencontre de nouveau 1a surface 
fondamentale; la premiere polaire de tu passe par tu et par oo, et par suite 
eile rencontre le plan oo'r suivanl deux droites, dont l’une est oo et l'aulre 
passe par tu. Ce point m est donc le point (unique) d’inflexion de 
la courbe du troisieme ordre (avec rebroussement en o), suivant 
laquelle la surface fondamentale est coupee par le plan stalion- 
naire oo'r'*). 

88. Dans un plan arbitraire E, combien de droites y a-t-il, 
analogues ä oo' (joignant deux points correspondants de la Hes- 
sienne)? Le plan E coupe la Hessienne suivant une courbe du quatrieme 
ordre a la quelle correspond (57.) la courbe (gauche du sixieme ordre) de 
contact enlre la Hessienne et la surface polaire pure du plau E. Soit o l’un 
des points oü E rencontre cette derniere courbe; ce point, comme apparte- 
nant a E, aura son correspondant o' sur la courbe du sixieme ordre; et 
comme appartenant ä cette ^courbe, il aura son correspondant en E. D’ou 
il suit que les six points communs au plan E et a la courbe gauche du 
sixieme ordre sont correspondants, deux a deux. Mais d'un aulre cöte, deux 
points correspondants de la Hessienne sont conjugues par rapport a uno qua- 



*) Et ur eat la t&Dgente statiounaire. 
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drique polaire quelconque; donc, d’apres un theoreine connu (dü a M. Hesse), 
les six points dont il s’agit sont les soramets d'un quadrilatere complet; et 
les diagonales de ceiui-ci sont los seules droites analogues ä 
oo, contenues dans le plan donn6 E. Les droites analogues a uv' (85.), 
qui correspondent aux droites oo' du plan E, sont situees sur la surface polaire 
de E (et dans un intime plan trilangenl de celle-ci), parce que les pians po- 
laires des points de E sont tangenls a la surface polaire de ce plan (77.). 

89. Le quadrilatere considere est deterniine par les intersections de 
quatre quadriques polaires quelconquos (n’appartenant pas a un mdme reseauj avec 
le plan E; on seit en effet que, quatre coniques etant donnees dans un plan, 
il y a un quadrilatere complet (unique) dont les diagonales sont rencontrees 
harmoniquement par chacune des coniques donnees *). 

Deux sommels opposes du quadrilatere etant conjugues par rapport 
aux coniques suivant lcsquelles le plan E coupe les quadriques polaires de 
ses points, il s'ensuit que ce quadrilatere est inscrit ä la courbe du troisieme 
ordre, Jacobienne du reseau des coniques mentionnees et seclion de la sur- 
face polaire du plan E par ce nidtne plan. Or, les indmes six points (sonimets 
du quadrilatere) sont situes dans la courbe plane du quatrieme ordre commune 
a E et ä la l'Hessienne, qui est touchee par la surface polaire de ce plan dans 
tous les points de la courbe gauche du sixieme ordre; donc ces six points 
sont autant de points de contact entre les courbes suivant lesquelles E coupe 
sn surface polaire et la llessienne. 

Il suit de lä que les cdtes du quadrilatere rencontreront de nouveau 
la courbe plane du quatrieme ordre en quatre points alignes sur une droite 
G; et cette courbe plane appartiendra au faisceau determine par le Systeme 
des quatre droites formant le quadrilatere et par le Systeme de la courbe du 
troisieme ordre et de la droite G. Donc, si cette derniere courbe a un point 
double o, ce qui arrive lorsque le plan E est tangent en a a la sorface fon- 
damentale**), la droite polaire de a par rapport a la courbe plane du qua- 
Irieme ordre vicndra se confondre avec la droite polaire du mdme point par 
rapport au Systeme des quatre cdtes du quadrilatere (la polaire harmonique 
de a par rapport au quadrilatere). 



*) [Mathem. Questions from Ihe Educational Timet IV, London 18GG, p. 110.) 

**) Si uno cubique plane a un point double, toutea los coniques polaires nassen! 
par ce point, qui est, par suito, double aussi pour la Jacobienne du rdseau des polaires. 
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Mais d’ailleurs on sait que, si une cubique plane avec point double 
passe par les soinmets d un quadrilalere compiet, la droite qui joint les Irois 
poinls d'infloxion esl la polaire harmonique du point double par rapport au 
quadrilalere; donc la droite polaire de a par rapport a la courbe plane du 
qualrieme ordre passcra par les poinls d'inflexion de la courbe du troisieme 
ordre, qui sonl aussi les points d’inflexion de la seclion de la surface fonda- 
mentale par E. 

Ainsi: la droite, intersection d'un plan tangent ä la surface 
fondamentale avec le plan polaire du point de conlact par rap- 
port a la Hessienne, passe par les Irois points d’inflexion de la 
section faite par le plan tangent dans la surface fondamentale. 

Si le plan tangent est stationnnire, on retombe sur un theoreme deja 
demontre (87.). 

90. Dans un plan quelconque E, combien y a-t-il de droiles ana- 
logues ä u V (droites dont la courbe polaire soit le Systeme d'une droite oo' 
et d’une cubique gauche)? Les droiles tracees dans le plan E correspondent 
aux courbes gauches du qualrieme ordre passant par les huit poles du plan. 
On sait que ces huit poles sonl tels que la cubique gauche decrite par six 
d'entre eux rencontre deux fois la droite qui joint les deux autres. Or, huit 

7 . 8 

poinls combines par couples donnent — = 28 courbes du qualrieme ordre 

composees d'une droite et d’une cubique gauche. Le plan donne contient 
donc 28 droites analogues a i»V: eiles sonl d'ailleurs les 28 tangentes 
doubles de la seclion de la Hessienne par le plan E. 

Cette section est de la 12' classe et a 24 points d'inflexion; on re- 
trouve ainsi (80.) la propriele que dans un faisceau de courbes gauches du 
qualrieme ordre il y en a 12 avec point double; et de plus, on voit que 
parmi les courbes gauches de cet ordre, qui passent par les huit 
intersections de trois surfaces quadriques, il y en a 24 qui ont 
un rebroussement. 

91. Une droite quelconque G rencontre la Hessienne en qualre points 
abcd; soienl a'b'c'd' les points correspondants. Puisque a'b'c'd' sont les soin- 
mets des quatre cones d’un meme faisceau de quadriques, le point a sera le 
pole du plan b'cd' par rapport aux cones polaires de b, c, d, c’est-a-dire 
que b'cd! est le plan polaire mixte des couples de points ab, a'c, ad: ou 
bien encore, b'cd' est le plan polaire de chacun des poinls b, c, d par rap- 
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port au cone polaire de d. Or ce cone a pour sommet le point a ; le plan 

b'c'd 1 passe donc par u. 

Aiusi si abcd sontquatre points de la fl essienneenligne droite, 
les points correspondants db'c'd sont les sommets d'un letraedre 
dont les faces b'c'd , c'd'a, d'db', a'b'c' passen! par a, b, c, d resp. 

92. Toutes les qaadriques polaires passant par un point o formen! un 

reseau: et il y en a une qui est tangcnte en o a un plan donne arbitraire- 
ment. Cependant, si o est un point de ia Hessienne (et o' le point corre- 
spondant), toutes les preinieres polaires passant par o y sont touchees (53.) 
par des plans passant par la droite oo', et celles qui tonchent en o un mdme 
plan forment un faisceau et ont leurs poles sur une droite tangente u la 
Hessienne en o. D'oü il s'ensuit que la droite oo' est la polaire du plan 
tangent « la Hessienne en o par rapport au cone polaire de d, et aussi la 
polaire du plan langen! a la mdrae surface en d par rapport au cone polaire 
de o. Kn d’autres ternies: le plan langen! en o a In Hessienne et le 
plan tan ge nt en ce mdme point ä une quadrique polaire quel- 
conque qui y passe, sont conjugues par rapport au cone po- 
laire de d. 

Reciproquement, toute droite tangente en d a la Hessienne 
contient les poles d'un nomhre infini de quadriques polaires 
touchees en o par un seul et mime plan. 

93. Soit p un point double de la Hessienne et n la droite corre- 

spondante (83.). Des que chaque point de n correspond a p, les plans po- 
laires de tous les points de n seront tangents ä la Hessienne en p (72.), 
c’est-ä-dire que le cone quadrique (osculateur), forme par les 
droites osculatrices ä la Hessienne en p, est le cone polaire de 
la droite nt. Ce cone contient les trois droites (analogues a n (83.)) 

qui passent par p, car toul point de ces droites est le pole d'un cone po- 
laire dont le sommet est Tun des trois points doubles />,/>,/>, de la Hessienne, 
silues sur n. 

94. Le plan polaire de p est tangent a la Hessienne toul le long 
de la droite n (56.) et, par suite, il coupera cette surface suivant une co- 
nique C. De müme, le plan polaire de p, touchera la Hessienne suivant n,; 
or p, osl un point de n; donc la Hessienne et le cone polaire de n 
sont touches le long des droites comniuues n, par les mdmes 
plans (les plans polaires de p„ p 1; p s ). 

J..nrn*l filr Mathematik Bd. LXVIII. Heit 1. 8 
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95. Le point p et un point quetconque de n sont dem points corre- 
spondants de la Hessienne; donc la droite qui joint ces points est le lien 
des poles dont les plans polaires passent par une müme droite, tangente 
dooble de la Hessienne et situee dans le plan polaire de p (85.). L'un des 
points de contacl est sur n; l'autre appartiendra ä la coniqoe C. C'est-ä-dire 
qua toute droite tracee par p dans le plan pn, et consideree com me droite 
oo , correspond comme droite «V nne tangente de C. Soient o le point oü 
la premiere droite rencontre n, et u le point oü la mäme droite coupe de 
nouveau la Hessienne (les points o' et e sont cotncidents en p)\ u et e' les 
points oü la deuxieme droite touche C et coupe n, resp. On voit que la 
coniquc C a pour courbe correspondante la cubique plane (lieu du point b) 
suivant laquelle le plan pn coupe la Hessienne. 

La droite mV est dans le plan polaire de o; or ce plan est tangent 
au cone polaire de n ; donc ce cone est touche par les droites analogues a 
uV; c'est-ä-dire que la conique C est la trace du cone sur le plan po- 
laire de p. 

Ainsi le cone osculateur ä la Hessienne en un point double 
touche cette surface suivant trois droites, et la coupe en outre 
suivant une conique situee dans le plan polaire du point double. 

96. 11 y a d’autres proprietes du plan pn qui meritent d’ätre rc- 
marquees. 

Le cone polaire de u passe par p; de plus, le plan polaire de p par 
rapport ä ce cone (savoir le plan tangent ä ce cone suivant pv) est le plan 
polaire de u' par rapport au cone polaire de p (11.), c’est-ä-dire, le plan 
pn. Ce dernier plan est donc tangent aux cones polaires de tous les points 
de la conique C, et les generatrices de contact passent par p. 

Des que le plan pn touche en o les premieres polaires des points p 
et v, il touchera en ce mäme point les premieres polaires de tous les points 
de la droite pu, et les coupera suivant des couples de droites en involution, 
dont les rayons doubles sont op et n. Deux droites R, H conjuguees dans 
rette involution apparliendront ä une preiniere polaire dont le pole soit q 
(point de pn ); concevons un plan passant par q et par une tangente quel- 
conque «je, de C. Les premieres polaires de r, passent ensemble (85.) 
par la droite pu, qui correspond ä u, r, (de mäme que pu ä mV) ; donc les 
points oü cette droite rencontre R, R' scront deux poles du plan 
C’est-ä-dire que les plans polaires des points des droites R, R' enveloppent 
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ttn seul et rnäme cone qC. Tous les cones analogues passent par la conique 
C; celle-ci represente donc, eile seule , l’enveloppe des plans polaires des 
points du plau pn. Ce qu’on peut demontrer aussi de la maniere suivante. 

Le poiut double p a la propriete que toutes les quadriques polaires' qui 
y passent, y sont touchees par un memo plan pn (92.); d’oit il resulte que, 
si par p on tire les deux droites qui rencontrent, chacune deux fois, la courbe 
(gauche du quatrieme ordre) polaire d une droite quelconque T de l’espace, 
ces deux transversales seront toujours comprises dans le plan pn, cest-a- 
dire que la courbe polaire d'une droite quelconque a toujours deux cordes 
issues de p et situees dans le plan pn. Soit pu l'une de ces cordes; chacun 
des points oti eile s’appuie sur la courbe gauche aura son plan polaire passant 
par T et par «V (d’oü il resulte que T coupe mV): mais ces deux droites 
donnent un seul plan, donc les deux points oü pu traverse la courbe gauche 
sont les poles d'un memo plan passant par T. Deux de ces plans polaires 
(relatifs aux deux droites pu) sont determines par les deux droites mV qu'on 
peut mener dans le plan de C, par la trsce de T, ä toueher cette conique; 
donc, par une droite arbitraire T passent deux seuls plans ayant des poles 
dans le plan pn, et ces plans sont Inngents ä C; en d'autres termes, cette 
coniqne est l'enveloppe complet des plans polaires des points du 
plan pn. 

Un point quelconque du plan polaire de p apparlient a deux droites 
uv' (tangenles de C), et par suite la quadrique polaire de ce point passera 
par les deux droites pu correspondautes (85.), c’est-ä-dire qu’elle sera tan- 
gente en p au plan pn. Le lieu des points dont les premieres po- 
laires touchenl le plan pn est donc compose 1° du cone pC, dont les 
points ont leurs quadriques polaires tangentes au plan pn, avec 
le point de contact sur la droite n; 2". du plan polaire de p, dans 
lequel les points de la conique C sont les poles de cones polaires 
tangents au plan pn suivant des droites issuos de p, tandis que 
les quadriques polaires des autres points du aiüme plan toucbent 
le plan pn en p. 

11 est evident, d'apres ce qui precede, que la courbe gauche du 
sixieme ordre qui en general (47.) est la courbo de contact entre la Hessienue 
et la surface polaire d'un plan, lorsque ce plan est pn, se reduit au Systeme 
des qualre droites nn,n 3 n, et de la conique C. 

97. Une droite menee arbitrniremenl par le point double p rencon- 

8 * 
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trera la Hessienne en deux autres points c, d; soient c' , d' les points corre- 
spondnnts. Les premieres polaircs des points de la droile pcd passent par 
deux coniques situees dans deux plans qui forment la quadrique poluire de p 
et qüi passent par n (83.) ; et dans le faisceau de ces premieres polaircs. les 
points dont le plan polaire est constant par rapport a ces sarfaces. sont 
1” les points c, d 1 (sommets des cones du faisceau). dont les plans polaircs 
reiatifs aux quadriques du faisceau sont ruf, 7ie' resp. et 2“ les points de n, 
dont les plans polaircs reiatifs aux niemes quadriques passent par la droite 
c'd 1 . Le plan nrf' est donc le plan polaire mixte des points de, c'est-a-dire 
qu'il est le plan polaire de d par rapport au cone polaire de c' , dont le 
soinmet est c. II resulle d’ici que le plan nd' passe par c; el annloguement 
le plan ttc passera par d. 

En outre, si x est un point quelconquc de tx , le plan polaire de x 
par rapport au cone polaire de c passe pnr c'd'; en d’autres termes, c'd' est 
dans le plan polaire de c par rapport au cone polaire de x, dont le sommet 
est p. Donc les points pc'd' sont en ligne droite. Ainsi: 

Si une droite menee pur le point double p renconlre la 
Hessienne en c, d, les points correspondants c, d" sont aussi en 
ligne droite avcc p; et les droites cd’, cd se rencontrent sur 
ln droite «. 

98. Ces conclusions suhsistent möme si le point c tombe sur une droite 
t» 4 : une des droites de la Hessienne. differente de n (correspondante ä p) et 
de JVTjiij (qui passent par p ), savoir correspondante a un point double p, 

silue, par ex., sur n t . Alors, c devient le point double p t , et d' est un 

point de ln droile n,. Ce tnöine point d' est le pole d'une premiere polaire 
avec le point double d; or, les points non-doubles de n, onl pour quadriques 
polaires des cones de sommet p, ; donc if est le troisieme point double p 5 
silue sur ? et pnr suite d tombe sur la droile 

Si le point c est variable sur r» 4 , les points c' (=j p<) et d' (= p,), 
situes tous les deux sur In droile fixe n l} reslenl invariables; ainsi d ne 

sorlira pas de ,t 5 . D’oü il resulle que les droites .i. et n s sont dans un 

nidnie plan passant par p Ce plan doit en outre couper la Hessienne sui- 
vnnt une ligne de second ordre avec un poinl double en p; celle ligne sera 
donc le Systeme de deux droites, qui necessaireinenl se confondent avec 
n, el Jty 

Le point commun aux droites n, et 7r s est le pole d'une quadrique 
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polaire avec point double en p, el p 5 , savoir d'une quadrique composee de 
deux plans passant par st ainsi ce point cotnmun ä st, et st., sera p, (si- 
tue sur n). 

Les droites st 7 n y ji 4 7i 5 formen! donc un quadrilntere plan com — 
plet, donl les sommcts sont six points doubles de la Hessienne. 
Denx sommels opposes sont des points correspondants, c'est-ä-dire 
que chacnu d’eux apparlient a la droite correspondan te a 1’aolre. 

Quel est Io nombre des plans analogues a celui qui contient les qualre 
droites n 2 jr 3 n 4 ?r s ? Par chacun des points p passent trois de ces plans, et 
chaque plan conlient six points p: le nombre des plans est donc = ft. 

Ou bien encore: deux tels plans passent par chuquc droite st, et 
chaque plan contient qualre droites st; le nombre des plans est donc — — 5. 

Ces cinq plans formcnt un pen taedre (decouvert la premiere 
fois par M. Stcveste«) dont les sommcts et les arötes sont les dix 
points p et les dix droites st resp. 

De ces cinq plans, trois passent par p et les deux autres par st; donc 
le soinmet coinmun h trois faces du pentaedre a pour droite correspondante 
1’intersection de deux autres faces. 

99. Lorsqu’on veut considerer le Systeme de ces cinq plans, il est 
convenable de les represenler par les nombres /, 2, 2, 2, 5, de Sorte que 
les dix sommets p (points doubles de la Hessienne) et les dix aretes op- 
posees resp. (droites st correspondanles) seront designces par 

128 124 125 124 12 3 145 224 285 245 845 

45 85 24 25 24 22 15 14 12 12. 

Un point quelconque de la droite 12 a pour quadrique polaire un 
cone conjugue au triedre (83.) forme par les plans 845; et de mcme les 
cones polaires dont les poles soicnt pris arbilrairement sur les droites 18, 
14, 15, sont conjugues aux triedrcs 245 , 225, 224, resp. D’oü il s'en- 
snit que toules les quadriques polaires du rescau determine par ces qualre 
cones, savoir les quadriques polaires de tous les points du plan 1 sont cnn- 
jnguees h un scul et mdine tetraedre, qui est forme par les plans 2845. 

Les plans 1, 2, 8, 4, 5 sont les seuls doues de cette pro- 
priete que les quadriques polaires de tous les points de chacun 
d'cnx soient conjuguees a un mdme tetraedre (forme par les 
autres qnntre plans : pnrce qu'on demonlro que, si les quadriques polaires 
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d un reseau sont conjuguees ä un seul et möme tetraedre, leg aretes de celui- 
ci sunt situees dans la Hessienne. Cette surface est, en elfet, la Jacobienne 
(37.) du Systeme lineaire determine par le dit reseau et par une autre qua- 
drique polaire quelconque S (etrangere au reseau). Or, si Ton prend sur 
l'une des ardtes du tetraedre uu poinl o , et sur l’aröte opposee le point o 
oü celle-ci est coupce par le plan polaire de o par rapport a S, les poiuts 
o, o' seront conjugues par rapport ä toutes les surfaces du Systeme, et par 
suite ils appartiendront a la Hessienne. 

100. Nous avons constale (85., 90.) que toute droile bitangente a 

la Hessienne a la propriete d’etre l'enveloppe des plans polaires des points 
d'une autre droite (qui joint deux points correspondants de la surface). Parmi 
les droites douees de cette propriete il y a les dix aretes du pentaedre et 
les quinze diagonales de ses faces. Chaque art'te. comme 12, correspond a 
un faisceau de cones polaires (83.) dont la base est le Systeme de quatre 
droites concourant au poinl correspondant 345; et reciproquement (3.) les 
plans polaires des points de cbacune de ces quatre droites passe- 
ront par la droite 12. Chaque diagonale, comme correspond a 

un faisceau de quadriques polaires (qui ne sont pas cones) dont la base 
est le Systeme des quatre droites, inlerscctions des deux couples de plans qui 
forment les quadriques polaires des points 123, 143; et reciproquement, 
les plans polaires des points de ces quatre droites passeront tous 
par la diagonale consideree. 

101. Nous avons vu qu’a une droite quelconque pcd passant par le 
point double p correspond une droile pc'd' (97.), et il resulte de ce qui pre- 
cede (98.) que, si la droite pcd lombc dans l'une des faces du triedre 
Ti,;?,??,, la droite pcd' colncide avec l’ardte opposee du mdme triedre. Re- 
ciproquement, si pcd est l’une des droites 77,77,77,, la droite pc'd! est indeter- 
minee parmi celles qui passeut par p et qui sont situees dans le plan des 
deux autres droites n. 

Si pcd coincide avec pcd', c'est-a-dire si c, d sont deux points 
correspondants, pcd sera (86.) l’une des quatre droites par lesquelles passent 
les cones polaires de sommet p. 

Si pcd est mende dans le plan pn , le point c coincide avec p, et 
par suite pc'd! est oscuiatrice ä la Hessienne cn p; donc, si pcd est variable 
(autour de p) dans le plan pn, la droite pc'd' engendre le cone polaire de 77. 
Et, pendant que c parcourt 77 , et d que decrit une cubique plane avec un point 
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double en p, le point d' engendrera ta coniqae C intersection du cone susdit 
avec la Hessienne (05.). Lorsque pcd est osculatrice a ia Hessienne. c'est- 
a-dire quelle touehe en p une des branches de la cubique plane, le point 
d tombe en p et par suite en n; d’oü il resulte que les deux intersections 
de la conique C avec la droite n correspondent aux deux points de la cubique 
plane, infiniment voisins de p. 

102. Si la droite pcd est variable dans un plan E (par p) la droite 
pcd! engendrera uu cone passant par 77,, 77,, ä cause des trois droiles 
suivant lesquelles E coupe les faces du triedre 71 , 71 , 71 , (101.). Ce cone est 
determine par deux autres generatrices, parce que deux droites passant par 
p determinent le plan E. Les cones, qui de cette maniere correspondent a 
deux plans E, E t , ont une seule generatrice commune (outre ti ,, 7? ,, 7 t ,), 
qui est la droite pc'tf correspondante a I'intersection pcd des deux plans. 
Donc, ces cones correspondants aux plans E sont du second ordre. 

Ainsi nous avons une transformalion de figures formees par 
des droites (et des plans et des cones) issues du point p. A une 
droite correspond une droite, a un plan correspond un cone qua- 
drique circonscrit au triedre 71,71,77,, et rdciproquement. 

Des que les points cc\ et de m£me dtt, sont conjuguees par rapport 
ä tonte quadrique polaire, les droites pcd, pc'd! seront conjuguees par 
rapport a tous les cones polaires de sommet p. Ces cones forment 
un faisceau et passent par les qualre droites qui correspondent a ellcs-mömes ; 
et ces quatre droites forment un angle solide dont les droites diagonales sont 
Hi, 77,, 77 , (intersections des couples de plans qui font partie du faisceau et 
qui sont les quadriques polaires de p„ p, . p,). Ainsi, le cone quadrique, 
circonscrit au triedre 77,77,77,, qui correspond a un plan E est le 
lieu des droites polaires de ce plan par rapport aux cones du 
faisceau. Par consequenl, ce cone coupe les plans 77,77 , 77,77,, 77,71, sui- 
vant les droites conjuguees aux intersections de ceux-ci avec E . par rapport 
aux couples de droites 77,77,, 71,77,, 77,77, resp.;' le mdme cone rencontre le 
plan E suivant deux droites correspondantes, dont chacune est une genera- 
trice de contact enlre E et un cone du faisceau; les plans passant par 77, et 
resp. par deux droites correspondantes forment un Systeme harmonique avec 
les plans 77,77,, 77,77,; etc. 

103. Considerons un cone cubique (du troisieme ordre) passant par 
les six droites pp,, pp r , pp,, 77,, 77,, 77,, et touehe suivant les trois dernieres 
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par lcs plans polaires de p,, p, , p t 9 ): soit pcd une generatrice de ce cone. 
Le plan nc coupe la llessienne et co cone suivant deux cubiques avant sept 
points communs, dont trois ont lcs meines fangen lcs: donc ces cubiqnes coincident 
enscmble. C’est-a-dire que le cone cuhiquc rencontre la llessienne 
suivant une courbe plane (du troisieme ordre) dont le plan est ne, et, 
par suite, suivant une autre courbe plane (du mdiue ordre), dont le 
piau sera n d. Chncun de ces deux plans suffit evidemment pour determiner 
(ri une nianicrc unique) le cone cubique et l'autre plan: donc, ces couples 
de plans, contenant les courbes d’intersection de la llessienne 
avec les cones cubiqnes du faisceau dont il s'ngit. formenl une 'In- 
volution, dont les plans doubles conliendront les courbes de contact entre 
la llessienne et deux cones du faisceau. C’est-a-dire que lcs tangentes 
qu’on peut raener a la llessienne, du point p, forinent deux cones 
cubiques, et les courbes de contact sonl dans d eux plans passant 
par n; le Systeme de ces deux plans est donc la quadrique polnire du point 
p. Ainsi, la quadrique polaire de p est constituee par deux plans 
formant uu Systeme harmonique avec les deux plnns qui con- 
tiennent les deux cubiques planes appartenant ti un meme cone 
cubique du faisceau. 

Parmi les cones de ce faisceau il y b celui qui est forme par le plan 
pn avec le cone polaire de n; les plans des sections qui y correspondent 
sont le plan pn et le plan polaire de p. Un autre cone du mdme faisceau 
est le triedre n l n.,n i , forme par les trois faces du pentaedre (98.) qui con- 
courent en p; les sections correspondantes sonl dans les deux autres faces 
du pentaedre (qui passent par n), et cbacune d’elles est le Systeme de trois 
droiles. D’oü Ion tire que les deux plans formant la quadrique po- 
laire de p, et les deux faces du pentaedre qui passent par n 
forment un Systeme harmonique. 

104. Les plnns nc, nd passent rcspeclivement par <f, e' (97.); donc. 
le cone cubique (du faisceau menlionne) qui passe par pcd passe aussi par 
pc'd'; c’cst-ä-dire que (102.) ce cone correspond a lui-meme. On 
conclut d’ici et des proprietes connues des cubiques planes **) que les plans 

*) Les cones cubiques analogue* forinent un faisceau, car les condition» com- 
mmies sont äquivalentes i\ neuf droiten par lesquelles passent le systime de trois plans 
n,n , n,n t , et le Systeme du plan pn et du cone polaire de U droite n. 

**) Onpeut, cneffet,eonsid<5rerle cone cubique conuucJneobieuncd’unrdscau de cone* 
quadrique» (de sommet p) auquel appartienne le faisceau des cones polaires des point» de n. 
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langents a nolre cone sui van t deux droites correspondantes ped, pc'd', se 
coupcnt suivant une generalrice du mdmo cono; que lout conc quadrique 
circonscril au triedre 7t , 71 , 7 t} coupe le cone cubique suivanl les Irois genera- 
trices de contact de ce cone nvcc un seul et mdme cone de second ordre; 
et que ces irois generatrices forment un triedre dont les faces renconlrenl le 
cone cuiiique suivant trois nouvclles droites siluees dans le plan qui correspond 
au premier cone quadrique. Etc. etc. 

105. Nous ferons maintenant quelques remarques sur la surface polaire 
dun plan quelconquc E passant par le point double p. Ce point etanl le 
sommet d'un nomlire inßni de concs polaires. dont les polcs soni les points 
de sr, la surface polaire passera par celte droite et scra touchee 
suivanl celle-ci par le plan polaire de p. La meine surface passe en outre 
par p et y est touchee par le plan polaire du point t, oü E esl rencontre 
par n. I’armi les cones polaires de sommet p, il y en a deux langents au 
plan E; donc (77.) ln surface polaire a deux points doubles sur n. 

Les quadriques polaires passant par p renconlrent E suivant des co- 
niques touehees en p par une seule et inemc droite pi (intcrseclion des plans 
E et pn). Un point quelconquc de cettc droite est double pour l’unc de ces 
coniques, c'est-a-dire qu’il est un point de contact enlre E et une premiere 
polaire passant par p; toutes les premieres polaires analogucs passen) dune 
par la droite pi, et leurs poles seront situes dans la droite, interseclion des 
plans polaires de p et i. D'oii il derive que cette derniere droite ap- 
partient a la surface polaire de E. 

Celte surface polaire est tangente a la Ilessienne suivant une courbe 
gnuche du sixieme ordre (47.) qui, dans le cas actuel, sc decompose en 
deux parties, la droite n et une courbe gauche du cinquieme ordre passant 
par p. Cette courbe. elant correspondunte sur In Ilessienne a la section du 
plan E, forme conjointement avec les droites 71 , 71 , 7 %} I interseclion complete 
de cette surface avec le cone quadrique qui correspond au plan E (102.), 
Ce dernier cone coupera donc de nouveau la surface polaire de E suivant 
une droite. En eflet, des que le plan E passe par les points correspondanls 
p, i de la Ilessienne, il touchera en i un faisceau de quadriques polaires (92.), 
dont les poles soni sur une droite passant par p et situee dans la surface 
polaire; et celte surface sera touchee suivant cettc droite par le plan polaire 
de •. La m6me droite contiendra les deux autres points doubles de la surface, 
qui sont les poles de deux cones appartenant au möme faisceau. Ces deux 
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cones auronl donc leurs sommels (dans le plan E) sur une droite passant par 
p et correspondant a la premiere droite. 

106. Gn appliquant ces considerations aux plans dn pentaedre 12345 
(99.), on voit que les aretes du tetraedre 2345 forment la conrbe du sixieme 
ordre (correspondante au quadrilatere des quatre droites 12, 13, 14, 15) 
suivant laquelle la Hessienne est touchee par la surface polaire du plan 1; 
cette surface a donc les points 234, 235, 245, 345 (sommets du tetraedre) 
pour points doubles. Cette mdme surface (elant la reciproque de la surface 
Romaine) contient trois autres droites situees dans un mdme plan: ces droites 
seront ^105.) les intersections des plans polaircs des couples de points 
[123, 145), {124, 135), [134, 125], sommels opposes du quadrilatere. 
Les mdmes droites forment un triangle «, b, c, dont cbaque sommet sera le pole 
d'une premiere polaire langente au plan 1 et passant par deux couples de 
sommels opposes du quadrilatere: ainsi. les diagonales de ce quadrilatere, com- 
binees par couples, sont les intersections du plan / avcc les premieres polaires 
des points a,b,c,; c’est-a-dire que les sommels du triangle diagonal 

sont les poles du plan a,6,<V 

11 correspond de mdme au plan 2 un plan a,b,c qui sera le plan 
polaire de chaque sommet du triangle a,ii,y, forme par les diagonales du 
quadrilatere (21, 23, 24, £«S); etc. pour les autres plans du pentaedre. Or, les 
plans menes du point 345 aux diagonales {124\\135\~y,a,, 

J 125\{134\ ~ a,ji, passent aussi par les diagonales j/Ä«f}J^^5| 

\124\ {235) y,a,, \!25\ \234\ parce que les couples de points 

(145, 245), 135, 235), 134. 234) sont en ligne droite avec 345; donc 
les droites a,a,, fi,/!,, y,y, concourent au mdme point 345. 

Le plan a,6,c, etant le plan polaire des points il en resulle 

que la quadriquc polaire du point commun ä ce plan et a la droite 12 est un 
cone passant par les points et par les quatre droites (issues de 345) 

qui formen! la base du faisceau des cones polaires des points de 12. Oe 
mdme. la quadrique polaire du point ou le plan a,b,c, coupe la droite 12 
sera un cone passant par les points a,{i,y, et par les mdmes quatre droites. 
Or. les points ce, or, , y,yi sont en ligne droite avec le point 345, 

sommet commun des deux cones; ces deux cones sont douc coincidents, 
c’est-a-dire que les plans a,b,c ,, a^,b,c, renconlrent la droite 12 au mdme 
point. Ainsi. ces plans a,6,c,, a,b,c,, ... qui correspondent aux 
faces 1, 2, ... du pentaedre forment un nouveau pentaedre dont 
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les arötes rencontrent les ardtes correspondanles du premier; el 
par suite les cinq droites suivant lesquelles se rencontrent les 
faces correspondanles des deux pentaedres sont dans un seul et 
m4mc plan. 

107. Nons avons demontre qu'a nne section plane E de la Hessienne 
correspond une courbe gauche K du sixieme ordre (57.). Soit o un point 
de K; o le point correspondant de E. La droite polaire du plan E par 
rapport au cone polaire de o renconlrc la Hessienne, non-seulement en o', 
mais aussi en trois autres points I, m, w Le plan E est donc le plan polaire 
mixte des paires de points ol, om, on, c'esl-a-dire qu'il est le plan polaire 
de o par rapport aux cones poloires de l, m, n. Donc E conlient les sommets 
de ces trois cones, et par consequent les points l, tu. n appartiennent a K. 
Ainsi, les droites polaires du plan E, par rapport aux cones po- 
laires dont les sommets sont dans ce plan, rencontrent la courbe 
gauche K, chacune en trois points. 

Comhien de ces droites polaires du plan E passen) par un point quel- 
conque o de Ä? 11 Taut chercher un point qui, avec o, ait le plan polaire 
mixte E; tel est toul point de la droite polaire de E par rapport au cone 
polaire de o. Cette droite rencontre, ainsi qu’on a vu ci-dessus. la courbe 
K en trois points l, m, n: et les droites polaires de E par rapport aux cones 
polaires de l, m, n passeront par o. 11 y a donc trois droites polaires 
qui passent par un point quelconque de K. 

Combien de ces droites polaires sont rcncontr6es par une droite arbi- 
traire G ? Autremenl, combien de points y a-l-il sur G lesquels aient E 
pour plan polaire, par rapport a un cone polaire dont le pole soit sur K? 
Les poles des quadriques polaires, par rapport auxquelies les points de G sont 
les poles de E (76.), sont dans une cubique gauche qui a huit points communs 
avec K (28.). Donc, les droites polaires du plan E par rapport aux 
cones polaires qui ont les sommets dans ce plan, formen! une 
surface du huitieme ordre. Pour cette surface, K est une courbe 
triple, car en chacun de ses points se croisent trois generatrices. La m 4m e 
surface passe par les dix droites n, parce que chacune de celles-ci 
peut i'tre regardee comme polaire d’un plan quelconque par rapport ä la qua- 
drique polaire du point correspondant p. 

Les generatrices de la surface rencontrent le plan E aux sommets des 
cones polaires, ainsi cette surface coutienl la section plane E de la 

9 * 
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